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En este primer capitulo repasamos los ndmeros reales, ecuaciones y el plano
coordenado. Es probable que el lector ya se encuentre familiarizado con estos
conceptos, pero es Util ver de nuevo cémo funcionan estas ideas para resolver
problemas y modelar (o describir) situaciones précticas.

Veamos la forma en que todas estas ideas se usan en una situacion real: su-
ponga que a usted le pagan $9 por hora en su trabajo de tiempo parcial. Pode-
mos modelar su paga y por trabajar x horas mediante la ecuacién y = 9x. Para
averiguar cudntas horas necesita trabajar para que le paguen 200 délares, resol-
vemos la ecuacién 200 = 9x. Graficar la ecuacién y = 9x en un plano coor-
denado nos ayuda a “ver” como aumenta la paga con las horas trabajadas.




2 CAPITULO 1 | Fundamentos

1.1 NUMEROS REALES

Los diferentes tipos de nimeros reales
fueron inventados para satisfacer nece-
sidades especificas. Por ejemplo, los
nlimeros naturales se necesitan para
contar, los nimeros negativos para des-
cribir una deuda o temperaturas bajo
cero, los niimeros racionales para con-
ceptos como “medio galén de leche,” y
nimeros irracionales para medir ciertas
magnitudes, como la diagonal de un
cuadrado.

Un nimero decimal periédico como
x = 3.5474747. . .

es un namero racional. Para convertirlo
a una razon entre dos enteros, escribi-
mos

1000x = 3547.47474747. . .

10x = 35.47474747. ..
990x = 3512.0
Por tanto, x = 2. La idea es multipli-

car x por las potencias apropiadas de
10 y luego restar para eliminar la parte
periddica.

Propiedades de los nimeros reales > Adicion y sustraccion P Multiplicacion
y divisién > La recta de nimeros reales » Conjuntos e intervalos » Valor
absoluto y distancia

Repasemos los tipos de nimeros que conforman el sistema de nimeros reales. Empecemos
con los niimeros naturales:

1,2,3,4,...
Los enteros constan de los nimeros naturales junto con sus negativos y 0:
...,_3, _2,_1,0, 172,3547"'

Construimos los niimeros racionales al tomar razones de enteros. Entonces, cualquier ni-
mero racional r puede expresarse como

r=—
n

donde m y n son enteros y n # 0. Como ejemplos, tenemos

1 3 — 46 - 17
5 —3 46 = 5 0.17 = 155
(Recuerde que una divisién entre 0 siempre se excluye, de modo que expresiones como 3 y
no estan definidas.) También hay nimeros reales, tales como V2, que no se pueden expresar
como una razén entre enteros y por tanto se denominan niimeros irracionales. Se puede

demostrar, con diferentes grados de dificultad, que estos nimeros también son irracionales:

Vi NE v w2

T

Por lo general el conjunto de todos los nimeros reales se denota con el simbolo R. Cuando
usamos la palabra niimero sin mds detalle, queremos decir “nimero real”. La Figura 1 es un
diagrama de los tipos de nimeros reales con los que trabajamos en este libro.

Numeros irracionales

\/g’ \/53 3/5, 77',%

Numeros racionales

1 3
5 —%- 46, 0.17, 0.6, 0.317

Enteros Numeros

naturales
..., —3,-2,-1,0,1, 2, 3,...

FIGURA 1 EI sistema de nimeros reales

Todo nimero real tiene una representacion decimal. Si el nimero es racional, entonces
su correspondente decimal es periddico.

1=10.5000. .. = 0.50 2 =0.66666... = 0.6

Bl=103171717... = 0317 2 = 1.285714285714. .. = 1.285714

(La barra indica que la sucesion de digitos se repite por siempre). Si el nimero es irracional,
la representacion decimal no es periddica.

V2 = 1.414213562373095. . . 7 = 3.141592653589793. . .



SECCION 1.1 | Nameros reales 3

Si detenemos la expansién decimal de cualquier nimero en cierto lugar, obtenemos una
aproximacion al nimero. Por ejemplo, podemos escribir

T = 3.14159265

donde el simbolo = se lee “es aproximadamente igual a”. Cuantos mds lugares decimales
retengamos, mejor es nuestra aproximacion.

V Propiedades de los niimeros reales

Todos sabemos que 2 + 3 =3 +2,y5S+7=7+5,y513 + 87 =87 + 513, etc. En
dlgebra, expresamos todos estos hechos (un infinito de ellos) si escribimos

a+b=b+a

donde a y b son dos nimeros cualquiera. En otras palabras, “a + b = b + a” es una forma
concisa de decir que “cuando sumamos dos nimeros, el orden de adicién no importa”. Este
hecho se conoce como Propiedad Conmutativa de la adicién. De nuestra experiencia con
nimeros sabemos que las siguientes propiedades también son validas.

Propiedades

Conmutativas
at+b=b+a

ab = ba

Asociativas
(a+b)+c=a+(b+c)

(ab)c = a(bc)

Distributivas
a(b + ¢) = ab + ac
(b + ¢)a=ab + ac

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

Ejemplo Descripcion

7+3=3+7 Cuando sumamos dos niimeros, el orden no importa.

3-5=5-3 Cuando multiplicamos dos nimeros, el orden no
importa.

2+4)+7=2+4+7) Cuando sumamos tres nimeros, no importa cudles dos
de ellos sumamos primero.

(3:7):5=3-(7-5) Cuando multiplicamos tres nimeros, no importa
cudles dos de ellos multiplicamos primero.

2:3+5)=2:3+2:5 Cuando multiplicamos un nimero por una suma de

(3+5):2=2-3+2:5 dos niimeros, obtenemos el mismo resultado si
multiplicamos el nimero por cada uno de los términos
y luego sumamos los resultados.

La Propiedad Distributiva es de impor-
tancia critica porque describe la forma
en que la adicién y la multiplicacion
interactdan una con otra.

La Propiedad Distributiva aplica siempre que multiplicamos un nimero por una suma.
La Figura 2 explica por qué funciona esta propiedad para el caso en el que todos los nime-
ros sean enteros positivos, pero la propiedad es verdadera para cualesquier nimeros reales
a,byc.

23 + 5)
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2-3 2-5

FIGURA 2 La Propiedad Distributiva
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@ No suponga que —a es un niimero
negativo. Que —a sea negativo o posi-
tivo depende del valor de a. Por ejem-
plo, sia = 5, entonces —a = —5, un
nlimero negativo, pero si a = —5, en-

tonces —a = —(—5) = 5 (Propiedad 2),

un ndmero positivo.

EJEMPLO 1 | Uso de la Propiedad Distributiva

AN
@ 2x+3)=2-x+2-3
=2x+6

Propiedad Distributiva
Simplifique

) (a +b)(x +y) =(a+ b)x+ (a+ b)y

(ax + bx) + (ay + by)
=ax + bx + ay + by

Propiedad Distributiva

Propiedad Distributiva
Propiedad Asociativa de la Adicién
En el ultimo paso eliminamos el paréntesis porque, de acuerdo con la Propiedad Aso-

ciativa, no importa el orden de la adicion.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

V Adicion y sustraccion

El nimero 0 es especial para la adicion; recibe el nombre de identidad aditiva porque a +
0 = a para cualquier nimero real a. Todo nimero real a tiene un negativo, —a, que satisface
a + (—a) = 0. La sustraccion es la operacion que deshace a la adicion; para sustraer un
ntimero de otro, simplemente sumamos el negativo de ese nimero. Por definicion

a—b=a+ (—b)

Para combinar nimeros reales con nimeros negativos, usamos las siguientes propie-
dades.

PROPIEDADES DE NEGATIVOS

Propiedad Ejemplo

1. (—1)a= —a (=1)5=-5

2. (—a)=a —(=5)=5

3. (—a)b = a(=b) = —(ab) (=5)7=5(=7)=—(5-7)
4. (—a)(=b) = ab (=4)(=3)=4-3

5. —(a+b)=—a—1b -3+5)=-3-5

6. (a—b)=b—a —-(5—-8)=8-5

La Propiedad 6 expresa el hecho intuitivo de que a — b 'y b — a son negativos entre si.
La Propiedad 5 se usa a veces con mds de dos términos:

—(a+b+c)y=—a—b—c

EJEMPLO 2 | Uso de las propiedades de los negativos

Sea x, y y z niimeros reales.

@ —-(x+2)=—-—x-2

(b) ~(x+y—z)=-x—y—(-2)
=-—x—y+tz

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |

Propiedad 5: —(a + b) = —a — b
Propiedad 5: —(a + b) = —a — b
Propiedad 2: —(—a) = a
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V Multiplicacion y division
El niimero 1 es especial para la multiplicacién; recibe el nombre de identidad multiplica-
tiva porque a - 1 = a para cualquier nimero real a. Todo nimero real a diferente de cero
tiene un reciproco, 1 /a, que satisface a - (1 /a) = 1. La divisién es la operacién que deshace
la multiplicacion; para dividir entre un niimero, multiplicamos por el reciproco de ese nu-
mero. Si b # 0, entonces, por definicidn,
. b 1
a+b=a-—
b
Escribimos a - (1/b) simplemente como a/b. Nos referimos a a/b como el cociente entre a
y b o como la fraccién de a sobre b; a es el numerador y b es el denominador (o divisor).
Para combinar nimeros reales usando la operacién de division, usamos las siguientes pro-
piedades.

PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES
Propiedad Ejemplo Descripcion
5. 8.6 _ac 25 2.5 10 Para multiplicar fracciones, multiplique numeradores
‘b ’ d  bd 3 ’ 7 3.7 21 y denominadores.
5 8_€6_38 d 2. 5_ 27 14 Para dividir fracciones, multiplique por el reciproco
b d b e 37 35 15 del divisor.
3 4.5 _ ¢ +b 2 N T7_2+7_9 Para sumar fracciones con el mismo denominador,
c ¢ 5 5 5 5 sume los numeradores.
a.c_ ad + bc 2 N 3_2.7+3.5_ 29 Para sumar fracciones con denominadores diferen-
e b d  bd 5 7 35 Y tes, encuentre un comuin denominador y a continuacién
sume los numeradores.
ac _a 2:5 2 Cancele nimeros que sean factores comunes en
5. be b 5.5 9 numerador y denominador.
.a _c 6 C
6. Si b = L entonces ad = bc 3 = iy asique 2:9 =3-6 Multiplicacion cruzada.

Para sumar fracciones con denominadores diferentes, por lo general no usamos la Pro-
piedad 4. En cambio, reescribimos las fracciones de modo que tengan el minimo denomi-
nador comtn que sea posible (a veces menor que el producto de los denominadores), y luego
usamos la Propiedad 3. Este denominador es el Minimo Comun Denominador (MCD) que
se describe en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 3 | Uso del MCD para sumar fracciones

Evalde: i + L
36 120

SOLUCION  La factorizacién de cada denominador en factores primos dard
36 = 2% 3? y 120=2-3-5

Encontramos el minimo comin denominador (MCD) al formar el producto de todos los
factores presentes en estas factorizaciones, usando la médxima potencia de cada factor.
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Entonces el MCD es 2° - 3% - 5 = 360. Entonces,

7 5.0 7.3

S = +
36 120 36-10 120-3
50, 21 71

= + =— Propiedad 3: Suma de fracciones
360 360 360 con el mismo denominador

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 25 |

Use comun denominador

V La recta real

Los nimeros reales pueden ser representados por puntos sobre una recta, como se muestra
en la Figura 3. La direccién positiva (hacia la derecha) estd indicada por una flecha. Escoge-
mos un punto de referencia arbitrario O, llamado el origen, que corresponde al niimero real
0. Dada cualquier unidad de medida conveniente, cada niimero positivo x estd representado
por el punto sobre la recta a una distancia de x unidades a la derecha del origen, y cada nu-
mero negativo —x estd representado por el punto a x unidades a la izquierda del origen. El
nimero asociado con el punto P se llama coordenada de P y la recta se llama recta coorde-
nada, o recta de los niimeros reales, o simplemente recta real. A veces identificamos el
punto con su coordenada y consideramos que un niimero es un punto sobre la recta real.

L

11
—4.9 —4.7  —3.1725 68 4 J3 4.2 4.4 4.9999
AR R Y R A
T S e Y T

—4.85 0.3 43 45

FIGURA 3 Larecta real

Los nimeros reales son ordenados. Decimos que a es menor que b y escribimos a < b
si b — a es un nimero positivo. Geométricamente, esto significa que a estd a la izquierda
de b en la recta numérica, o bien, lo que es lo mismo, podemos decir que b es mayor que
a y escribimos b > a. El simbolo a = b (0 b = a) quiere decir que a < boquea = by se
lee “a es menor o igual a b”. Por ejemplo, las siguientes son desigualdades verdaderas (vea
Figura 4):

7<74<175 -7 < -3 V2 <2 2=
7.

. /2
4 3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5 6 71 8
FIGURA 4

2
7.5
y

Vet

V Conjuntos e intervalos

Un conjunto es una coleccién de objetos, y estos objetos se llaman elementos del conjunto.
Si S es un conjunto, la notacién a € § significa que a es un elemento de S, y b & S quiere
decir que b no es un elemento de S. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de enteros,
entonces —3 € Zpero Tt & Z.

Algunos conjuntos pueden describirse si se colocan sus elementos dentro de llaves. Por
ejemplo, el conjunto A que estd formado por todos los enteros positivos menores que 7 se
puede escribir como

A=1{1,2,3,4,5,6}
También podriamos escribir A en notacién constructiva de conjuntos como
A={x|xesunenteroy 0 <x <7}

que se lee “A es el conjunto de todas las x tales que x es un enteroy 0 < x < 77
Si Sy T son conjuntos, entonces su unién S U T es el conjunto formado por todos los
elementos que estdn en S o T (0 en ambos). La interseccion de Sy T es el conjunto S N T



T

———

1,2,3,4,5,6,7,8
N

—_—

S Vv

Y

a b

FIGURA 5 El intervalo abierto
(a, b)

Y

a b

FIGURA 5 Elintervalo cerrado
fa. 5

El simbolo oo (infinito) no representa
un numero. La notacion (a, co), por
ejemplo, simplemente indica que el
intervalo no tiene punto extremo a la
derecha pero que se prolonga hasta el
infinito en la direccién positiva.

SECCIGN 1.1 | Nmeros reales 7

formado por todos los elementos que estdn en S y T. En otras palabras, S N T es la parte comtin
de Sy T. El conjunto vacio, denotado por J, es el conjunto que no contiene elementos.
EJEMPLO 4 | Union e interseccién de conjuntos

SiS=1{1,2,3,4,5},T={4,5,6,7},y V= {6,7, 8}, encuentre los conjuntos S U T,
SNTySNV.

SOLUCION
SUT=1{1,2,3,4,5,6,7} Todos los elementos en S o T

SNT=1{4,5} Elementos comunes a Sy 7
SNV=yY Sy Vno tienen elementos en comun
“ ( AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39 |

Ciertos conjuntos de nimeros reales, llamados intervalos, se presentan con frecuencia
en cdlculo y corresponden geométricamente a segmentos de recta. Si a < b, entonces el
intervalo abierto de a a b estd formado por todos los niimeros entre a y b y se denota con
(a, b). El intervalo cerrado de a a b incluye los puntos extremos y se denota con [a, b).
Usando la notacién constructiva de conjuntos, podemos escribir

(a,b) = {x|a <x<b} [a,b] = {x]a =x =D}

Nétese que los paréntesis en la notacioén de intervalo y circulos abiertos en la grifica de la
Figura 5 indican que los puntos extremos estdn excluidos del intervalo, mientras que los
corchetes o paréntesis rectangulares [ ]y los circulos sélidos de la Figura 6 indican que
los puntos extremos estdn incluidos. Los intervalos también pueden incluir un punto ex-
tremo pero no el otro, o pueden extenderse hasta el infinito en una direccién o en ambas. La
tabla siguiente es una lista de posibles tipos de intervalos.

Notacion Descripcion de conjunto Grifica
(a,b) {x|a <x<b} >
a b
[a,b] {x|la=x=1b} >
a b
[a,b) {xla=x<b} >
a b
(a,b] {xla<x=b} >
a b
(a,0) {x]a<ux} >
a
[a, ) {x]a=x} . >
(—o0,b) {x|x < b} b >
(—00,b] frlx =0} -
(=00, 00) R (conjunto de todos los >
numeros reales)

EJEMPLO 5 | Graficacion de intervalos

Exprese cada intervalo en términos de desigualdades y, a continuacidn, grafique el intervalo.

@ [-1L2)={x|-1=x<2} - (;) s >

b) [1.5,4] = 15=x=4 | -~

(b) [1.5,4] = {x| x =4} +—e "

(©) (=3,00) ={x| =3 <x} : >
-3 0

© (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |
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No hay nimero minimo ni na-
mero maximo en un intervalo
abierto

Cualquier intervalo contiene un nu-
mero infinito de nimeros; cualquier
punto en la grafica de un intervalo co-
rresponde a un nimero real.En el in-
tervalo cerrado [0, 1], el nimero mi-
nimo es 0 y el maximo es 1, pero el
intervalo abierto (0, 1) no contiene nu-
mero minimo o maximo. Para ver esto,
observe que 0.01 es cercano a cero,
pero 0.001 mas cercano, 0.0001 es to-

davia mas cercano, y asi sucesivamente.

Siempre podemos hallar un nimero en
el intervalo (0, 1) mas cercano a cero
que cualquier nimero dado. Como 0
no esta en el intervalo, el intervalo no
contiene un nimero minimo. Del
mismo modo, 0.99 es cercano a 1, pero
0.999 es mas cercano y 0.9999 es toda-
via mas cercano, y asi sucesivamente.
Como 1 no estd en el intervalo, el inter-
valo no tiene nimero maximo.

3l=3 |5|=
< >« >
S M S
FIGURA 9

EJEMPLO 6 | Hallar uniones e intersecciones de intervalos

Grafique cada conjunto.
@ (1,3) N [2,7]

SOLUCION

(b) (1,3) U [2,7]

(a) La interseccion de dos intervalos consta de los nimeros que estdn en ambos interva-
los. Por lo tanto,

(L3))N[2,7]={x|1<x<3y2=x=7}
={x|2=x<3}=[2,3)

Este conjunto estd ilustrado en la Figura 7.

(b) La unién de dos intervalos consta de los nimeros que estdn en un intervalo o en el
otro (o en ambos). Por lo tanto,

(L3)U[2,7] = {x|1 <x<302=x=7)
=x|l<x=7}=(1,7]

Este conjunto estd ilustrado en la Figura 8.

(1,3 s
0 1 3 " 0 1 3
2,7] | [2,7]
o 2 7 g 0o 2 7
[2,3) | (1,7]
0 > 3 g 0 1 7

FIGURA 7 (1,3) N [2,7] = [2.3)
& _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 59

FIGURA 8 (1,3) U [2,7] = (1,7]

V Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un nimero a, denotado por | a|, es la distancia de a a 0 en la recta de
nimeros reales (vea Figura 9). La distancia es siempre positiva o cero, de modo que tene-
mos | a | = 0 para todo niimero a. Recordando que —a es positivo cuando a es negativo,
tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION DE VALOR ABSOLUTO

Si a es un ndmero real, entonces el valor absoluto de a es
a sia=0

la| = ‘
—a sia<0

EJEMPLO 7 | Evaluacién de valores absolutos de nimeros

@ [3]|=3

) |=3] = ~(-3) =3

(© [0] =0

@ I|3—-7|=-@B-m)=7—-3 (porque3< 7 = 3 — 7 <0)

“© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65
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Cuando trabajamos con valores absolutos, utilizamos las propiedades siguientes:

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO
Propiedad Ejemplo Descripcion

1. |a| =0 |=3]=3=0 El valor absoluto de un nimero
siempre es positivo o cero.

2. |a| = |—a] [5| =|—5] Un niimero y su negativo
tienen el mismo valor absoluto.

3. |ab| = |al|b]| | =2-5] = |=2]||5| Elvalor absoluto de un
producto es el producto de los
valores absolutos.

| | cociente es el cociente de los
valores absolutos.

[12] El valor absoluto de un
—3

_ lal ‘12‘_
]

SR

-3

(Cuadl es la distancia sobre la recta real entre los nimeros —2 y 11? De la Figura 10
vemos que la distancia es 13. Llegamos a esto si encontramos ya sea|ll — (=2) = 13 o
[(=2) — 11] = 13. De esta observacién hacemos la siguiente definicién (vea Figura 11).

| 13 } <~ [b—al {
_TzT 6 T T T T T T T T T T 1T1' a b
FIGURA 10 FIGURA 11 La longitud de un

segmento de rectaes |b — a|

DISTANCIA ENTRE PUNTOS SOBRE LA RECTA REAL

Si a y b son niimeros reales, entonces la distancia entre los puntos a y b sobre la
recta real es

d(a,b) = |b — a]

FIGURA 12

De la Propiedad 6 de negativos se deduce que
|b—a|=|a—b]
Esto confirma que, como es de esperarse, la distancia de a a b es la misma distancia de b
aa.
EJEMPLO 8 | Distancia entre puntos en la recta real
La distancia entre los nimeros —8 y 2 es
da,b) =]1-8—-2| =1]-10] =10
Podemos comprobar geométricamente este cdlculo, como se ve en la Figura 12.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 73 |
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CONCEPTOS

1. Dé un ejemplo de:

(a) Un ndmero natural

(b) Un entero que no sea nimero natural

(¢) Un nimero racional que no sea entero

(d) Un nimero irracional

2. Complete cada enunciado y mencione la propiedad de nimeros

reales que haya empleado.

(a) ab = R Propiedad
Mb)a+®+c)= ; Propiedad
() ab +¢)= ; Propiedad

3. El conjunto de nimeros entre 2 y 7, pero que no los incluye, se

puede escribir como sigue:
en notacion constructiva de conjuntos y
en notacién de intervalos.

4. El simbolo | x | representa la
entonces el signo | x| es siempre

del nimero x. Si x no es 0,

HABILIDADES

5-6 m Mencione los elementos del conjunto dado que sean
(a) nimeros naturales
(b) nimeros enteros
(¢) ndmeros racionales
(d) nuimeros irracionales
5. {0, —10, 50,%,0.538, V7, 1.23, =1, V2}
6. {1.001,0.333..., —m, —11, 11, {2, V16, 3.14, 5}
7-14 m Exprese la propiedad de los niimeros reales que se use.
7.7+ 10=10+7
8. 23+5)=(3+5)2
9. (x +2y) +3z=x+ 2y + 32)
10. 2(A + B) = 2A + 2B

®@a1 5x+1)3=15x+3

12. x+a)x+Db)=(x+a)x+ (x +a)b
13. 2x(3 +y) = (3 + y)2x
14. 7(a + b+ ¢) ="7(a + b) + Tc

15-18 m Reescriba la expresion usando la propiedad dada de los
ndmeros reales.

15. Propiedad Conmutativa de la adicién, x + 3 =

16. Propiedad Asociativa de la multiplicacién, 7(3x) =
17. Propiedad Distributiva, 4(A + B) =

18. Propiedad Distributiva, 5x + 5y =

4

4

L3

19-24 m Use propiedades de nimeros reales para escribir la expre-
sién sin paréntesis.

19. 3(x + y) 20.

21. 4(2m)

23, —3(2x — 4y)

(a —b)8
22. 4(~6y)
24. (3a)(b + ¢ — 2d)

25-30 m Ejecute las operaciones indicadas.

25. @) 15+ 15 (b) 1 +1
26. (@) 3 -3 B 1+3-1
27. (a) 3(6 - 3) (b) 0.25(5 + 1)
28. (@) (3+1)(1—3) m G-HE+Y)
2 2 1
29. (a) 7~ ES (b) %
02 879
2-3 241
30. (@) T— (b)f+3
23 10T 15

31-32 m Ponga el simbolo correcto (<, >, o =) en el espacio.

3. a3 (b) -3 -1 ©35 I

2. @ 3% 067 (b3 —067 (c) |0.67] | —0.67 |
33-36 m Diga si cada desigualdad es verdadera o falsa.

33. (@) —6<—10 (b) V2> 141

34, (a)%<% (b) —%<—1

35. (a) —m > -3 M) 8=9

36. (a) 1.1 > 1.1 (b) 8=38

37-38 m Escriba cada enunciado en términos de desigualdades.
37. (a) x es positivo

(b) tes menor a4

(c¢) a es mayor o igual a

(d) x es menor a {y mayora —5

(e) La distancia de p a 3 es como maximo 5
38. (a) y es negativa

(b) z es mayor a 1

(¢) b es como maximo 8

(d) w es positiva y menor o igual a 17

(e) y estd al menos 2 unidades de 7

39-42 m Encuentre el conjunto indicado si

A=1{1,2,3,4,56,7} B=1{2,4,6,8}
C=1{7,8,9,10}
39. (a) AUB (b) ANB
40. (a) BUC (b) BNC
41. (a) AUC (b)) ANC
42. (a) AUBUC b)ANBNC



43-44 m Encuentre el conjunto indicado si
A={x|x=-2} B={x|x<4}
C={x|-1<x=5}
43. (a) BUC
44. (a) ANC

(b) BN C
(b) ANB

45-50 m Exprese el intervalo en términos de desigualdades y, a con-

tinuacién, grafique el intervalo.

® 45, (-3,0) 46. (2,8]
47. [2,8) 48. [—6, —3]
49. [2,00) 0. (—o0, 1)

L4

L4

4

51-56 m Exprese la desigualdad en notacién de intervalos y, a con-

tinuacién, grafique el intervalo correspondiente.

5. x =1 52. 1=x=2
53. —2<x=1 54, x= -5
55. x> —1 56. -5<x<2

57-58 m Exprese cada conjunto en notacién de intervalos.

57. (a : -
@) -3 0 5

(b) —o© : >
0 5

58. (a + o—>
(a) ; S

(b) —o " >

-2

59-64 m Grafique el conjunto.

59. (=2,0) U (~1,1) 60. (—2,0) N (—1,1)

61. [—4,6] N [0,8) 62. [—4,6) U [0,8)
63. (—00, —4) U (4, 00) 64. (—00,6] N (2,10)
65-70 m Evalde cada expresion.
65. (a) 100 (b) | 73]
66. (a) | V5 — 5| (b) [10 — 7|
67. @) || —6] — | —4]| (b)ﬁ
68. @) |2 — |—12]] () —1—[1—[~1]
69. (a) |(—2)-6] () [(=3)(=15)|
o ‘; b ‘7 - 12‘

. (a) 4 (b)

71-74 m Encuentre la distancia entre los nimeros dados.

71, —F—4—t+—F+—+—+——>
-3 -2-1 0 1 2 3

72, —+—+—+—+—++—+—>
-3 -2-1 0 1 2 3

3. (@) 2y 17 (b) —3y2l © ¥y—-5
74. (a) Ey—o (b) —38y —57 (©) —26y—18

SECCION 1.1 | Ndmerosreales 11

75-76 m Exprese cada decimal periédico como una fraccién. (Vea

la nota al margen en la pagina 2.)

75. (a) 0.7 (b) 0.28 (c) 0.57
76. (a) 5.23 (b) 1.37 (c) 2.135
APLICACIONES

77. Area de un jardin El jardin de legumbres de Mary mide

20 pies por 30 pies, de modo que su drea es de 20 X 30 =

600 pies®. Ella decide agrandarlo, como se ve en la figura, para
que el drea aumente a A = 20(30 + x). ;Cual propiedad de los
nlimeros reales nos dice que la nueva drea también se puede es-
cribir como A = 600 + 20x?

78. Variacion de temperatura La grifica de barras muestra

79.

las altas temperaturas diarias para Omak, Washington, y Gene-
seo, Nueva York, durante cierta semana en junio. Represente
con T la temperatura en Omak y 7 la temperatura en Geneseo.
Calcule Ty — Ty | To — T | para cada dia que se muestra.
(Cudl de estos dos valores da mds informacién?

Omak, WA
B Geneseo, NY

Temperatura

alta diaria (°F)
~ el
)

-
(e}

(o)}
W

Dom Lun Mar Miérc Jue Vier Séb

Dia

Envio de un paquete por correo La oficina de correos
sOlo aceptard paquetes para los cuales la longitud mds la circun-
ferencia no sea de mds de 108 pulgadas. Asi, para el paquete de
la figura, debemos tener

L+2(x+y)=108

(a) ¢La oficina de correos aceptara un paquete de 6 pulgadas
de ancho, 8 pulgadas de profundidad y 5 pies de largo? ;Y
un paquete que mida 2 pies por 2 pies por 4 pies?

(b) (Cuadl es la maxima longitud aceptable para un paquete que
tiene una base cuadrada que mide 9 pulgadas por 9 pulga-
das?

A —

5 pies = 60 pulg.

6 pulg. >§
8 pulg.

e
—
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION 3

80. Signos de niimeros Sean g, b y ¢ niimeros reales tales que
a>0,b<0yc <0.Encuentre el signo de cada expresion.

(@) —a (b) —b (¢) bc
d) a—»> ) ¢c—a ) a + bc
(g) ab + ac (h) —abc (i) ab?

81. Sumas y productos de niimeros racionales e irra-
cionales Explique por qué la suma, la diferencia y el pro-
ducto de dos niimeros irracionales son nimeros racionales. ;El
producto de dos nimeros irracionales necesariamente es irracio-
nal? ;Qué se puede decir de la suma?

82. Combinaciéon de nimeros racionales con nimeros
irracionales ;j + V2 es racional o irracional? ¢3- V2 es 85.
racional o irracional? En general, ;qué se puede decir acerca de
la suma de un nimero racional y un nimero irracional? ;Qué se
puede decir del producto?

83. Limitacién del comportamiento de reciprocos
Complete las tablas siguientes. ;Qué ocurre al tamafio de la
fraccién 1/x cuando x crece? ;Y cuando x disminuye?

X 1/x x 1/x
1 1.0
2 0.5
10 0.1
100 0.01
1000 0.001

1.2 EXPONENTES Y RADICALES

Numeros irracionales y geometria Usando la si-
guiente figura, explique cémo localizar el punto /2 en una
recta numérica. ¢Puede localizar /5 por medio de un método
similar? ;Qué puede decir de \/6? Haga una lista de otros ni-
meros irracionales que puedan hallarse de este modo.

Operaciones conmutativa y no conmutativa He-
mos Vvisto que la adicién y la multiplicacién son operaciones
conmutativas.

(a) ¢La sustraccion es conmutativa?

(b) (La division de nimeros reales diferentes de cero es con-
mutativa?

Exponentes enteros (negativos y positivos) - Reglas para trabajar con

exponentes P> Notacion ci

entifica P Radicales P Exponentes racionales

P> Racionalizacion del denominador

En esta seccion damos significado a expresiones como a

m/n

en las que el exponente m/n es

un niimero racional. Para hacer esto, necesitamos recordar algunos datos acerca de exponen-

tes enteros, radicales y raices n.

V Exponentes enteros (negativos y positivos)

Normalmente, un producto de nimeros idénticos se escribe en notacidon exponencial. Por
ejemplo, 5 - 5 - 5 se escribe como 5°. En general, tenemos la siguiente definicién.

NOTACION EXPONENCIAL

cia de a es

Si a es cualquier niimero real y n es un entero positivo, entonces la n-ésima poten-

El nimero a se denomina base, y n se denomina exponente.

an = a . a ® s s o 0 a
NE—
n factores




@ Observe la distincién entre
(—=3)*y —3*. En (—3)* el expo-
nente se aplica al —3, pero en —3*
el exponente se aplica sélo al 3.

SECCION 1.2 | Exponentesyradicales 13

EJEMPLO 1 | Notacién exponencial
@ () = QREEE) ==

() (=3)" = (=3)(=3)-(~3)+(~=3) = 81
(¢) —3*=—(3-3:3:3) = 81

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

Podemos expresar varias reglas ttiles para trabajar con notacién exponencial. Para des-
cubrir la regla para multiplicacién, multiplicamos 5* por 5%

54.52=(5-5.5:5)(5:5)=5:5:5-5-5.5 = 56 = 5%+2

[ —

4 factores 2 factores 6 factores

Es evidente que para multiplicar dos potencias de la misma base, sumamos sus exponentes.
En general, para cualquier nimero real a y cualesquier enteros positivos m y n, tenemos

m, n _— m+n

a’'a (a.a.....a)(a.a.....a):a.a.a.....a:a

m factores n factores m + n factores

Entonces a"a" = a"™".
Nos gustaria que esta regla fuera verdadera aun cuando m y n fueran 0 o enteros negati-
vos. Por ejemplo, debemos tener

20 . 23 — 20+3 — 23

Pero esto puede ocurrir sélo si 2° = 1. Igualmente, deseamos tener
54.5*4 — 54+(*4) — 54*4 — 50 =1

y esto serd cierto si 5% = 1/5*. Estas observaciones llevan a la siguiente definicién.

EXPONENTES CERO Y NEGATIVOS

Si a # 0 es cualquier nimero real y n es un entero positivo, entonces

EJEMPLO 2 | Exponentes cero y negativos

@ (5)° =1
1 1
-1 = —_—= —
(b) x' =5 =
1 1 1
= = = =
(C) ( ) (_2)3 -8 8
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 17 |

V Reglas para trabajar con exponentes

La familiaridad con las reglas siguientes es esencial para nuestro trabajo con exponentes y
bases. En la tabla las bases a y b son niimeros reales, y los exponentes m y n son enteros.
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LEYES DE EXPONENTES
Ley Ejemplo
32.35 — 32+5 — 37

(32)5 — 32'5 — 310

(3:4) =3%.47

5<a>"_a" (3)2_32
“A\b b" 4 42

Descripcion

Para multiplicar dos potencias del mismo nimero, sume los exponentes.

Para dividir dos potencias del mismo nimero, reste los exponentes.

Para elevar una potencia a una nueva potencia, multiplique los exponentes.

Para elevar un producto a una potencia, eleve cada uno de los factores
a la potencia.

Para elevar un cociente a una potencia, eleve el numerador y el
denominador a la potencia.

DEMOSTRACION DE LA LEY 3  Sim y n son enteros positivos, tenemos

@' =(a-a-----a)

m factores

=(a-a----a)a-a-----a) - (a-a-----a

m factores m factores m factores

n grupos de factores

=a-*aq-*--*a= amn
-
mn factores

Los casos para los que m = 0 o n = 0 se pueden demostrar usando para ello la definicién
de exponentes negativos. |

DEMOSTRACION DE LA LEY 4  Si n es un entero positivo, tenemos
(ab)" = (ab)(ab) - - - (ab) = (a-a-----a)(b-b+----b)=a"b"

—_— v
n factores n factores n factores

Aqui hemos empleado repetidamente las Propiedades Conmutativa y Asociativa. Si n = 0,
la Ley 4 se puede demostrar usando para ello la definicién de exponentes negativos. |

En el Ejercicio 94 nos piden demostrar las Leyes 2 y 5.

EJEMPLO 3 | Uso de las Leyes de Exponentes

(a) x4x7 — A4+T xll LCy 15 a"ad" = g™t
1
(b) y4y—7 — y4—7 — y—3 — — Ley 1: a"a" = """
y
9
C m
() == =t Ley 2: af” =q""
C a
(d) (b4)5 — b4'5 — bZO Ley 3 (@Y = a™
(e) (3x)3 = 33%3 = 27x° Ley 4: (ab)" = a"b"

x\° x° x° a\" a"
© (2) EEES) s () = 5

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 35,37 Y 39 |




SECCION 1.2 | Exponentes y radicales

EJEMPLO 4 | Simplificacién de expresiones con exponentes

Simplifique

x 3 y2x 4
(a) (2a°b*)(3ab*)’ (b) <y> <Z>
SOLUCION

(a) (2a’b?)(3ab*)? = (2a’b?*)[3°a*(b*)?]  Ley4: (ab)" = a'b"

— (2a3b2)(27a3b12) Lcy 3 (@™ = a™
= (2)(27)a*a’b*b"? Agrupe factores de la misma base
— 54a6bl4 LCy 1: a"a" = g™t
3/.2.\4 3 (y2)4,4
X X x W)X
o ()5
y z
3,84
X yXx
= F " Ley 3
¥\ 1
= (x3x4) ()}3)24 Agrupe factores de la misma base
K7y’
=— Leyes 1y2

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 43 Y 47

15

Cuando simplifique una expresion, encontrard que muchos métodos diferentes llevardn
al mismo resultado; siéntase libre de usar cualquiera de las reglas de exponentes para llegar
a su propio método. A continuacién damos dos leyes adicionales que son dtiles en la sim-

plificacién de expresiones con exponentes negativos.

LEYES DE EXPONENTES

Ley Ejemplo

Descripcion

>2 B (4 )2 Para elevar una fraccién a una potencia negativa, invierta la fraccién y

cambie el signo del exponente.

Para pasar un nimero elevado a una potencia del numerador al denominador

o del denominador al numerador, cambie el signo del exponente.

DEMOSTRACION DE LA LEY 7 Usando la definicién de exponentes negativos y luego

la Propiedad 2 de fracciones (pdgina 5), tenemos
a" l/a"

L
b

n

b _ b
1 a

En el Ejercicio 94 nos piden demostrar la Ley 6.

EJEMPLO 5 | Simplificaciéon de expresiones con exponentes
negativos

Elimine exponentes negativos y simplifique cada expresion.

6st 4 y \ 72
(a) 2S_2l2 (b) (323)
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LAS MATEMATICAS EN EL
MUNDO MODERNO

Aun cuando no observamos su presen-
cia, las matematicas permean casi to-
dos los aspectos de la vida en el
mundo moderno. Con el advenimiento
de la moderna tecnologia, las matema-
ticas desempenan una funcién cada vez
mas grande en nuestras vidas. Hoy en
dia es probable que alguien sea des-
pertado por un reloj de alarma digital,
hizo una llamada telefénica con transmi-
sién digital, envié un mensaje de e-mail
en la Internet, manejé un auto con in-
yeccion controlada digitalmente, escu-
choé musica en un reproductor de CD o
MP3, quiza vio televisién digital o un
DVD, luego durmié en una habitacion
cuya temperatura estaba controlada
por un termostato digital. En cada una
de estas actividades, las matematicas
intervienen en forma decisiva. En gene-
ral, una propiedad, como por ejemplo
la intensidad o frecuencia del sonido, el
nivel de oxigeno en la emisién del es-
cape de un auto, los colores en una
imagen, o la temperatura de una habi-
tacion, son transformados en sucesio-
nes de nimeros por refinados algorit-
mos matematicos. Estos datos
numeéricos, que suelen estar formados
por muchos millones de bits (los digi-
tos 0y 1), son transmitidos y reinterpre-
tados. Trabajar con estas cantidades
enormes de datos no fue posible sino
hasta la invencion de computadoras,
maquinas cuyos procesos logicos fue-
ron inventados por matematicos.

Las aportaciones de las matemati-
cas en el mundo moderno no estan li-
mitadas a avances tecnoldgicos. Los
procesos logicos de las matematicas se
emplean ahora para analizar complejos
problemas en ciencias sociales, politi-
cas y biolégicas en formas nuevas y
sorprendentes. Los avances en mate-
maticas contintan y, algunos de los
mas emocionantes, se dieron tan sélo
en la década pasada.

En otro libro, llamado Mathematics
in the Modern World, describiremos con
mas detalle el modo en que las mate-
maticas influyen en nuestras activida-
des diarias.

SOLUCION

(a) Usamos la Ley 7, que nos permite pasar un nimero elevado a una potencia del nume-
rador al denominador (o viceversa) cambiando el signo del exponente.

t~* pasa al denominador y
se convierte en 7*

6st 4 B 6ss”

2w o Y
s~2 pasa al numerador y
se convierte en s° X
35
= ? Ley 1

(b) Usamos la Ley 6, que nos permite cambiar el signo del exponente de una fraccién al

invertir la fraccion.
-2 3\ 2
3z
(r) =(5) e

926
= Leyes5y4
y

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 49 |

V¥ Notacion cientifica

Los cientificos usan notacién exponencial como una forma compacta de escribir nimeros
muy grandes y nimeros muy pequefios. Por ejemplo, la estrella mds cercana ademas del Sol,
Proxima Centauri, estd aproximadamente a 40,000,000,000,000 de km de distancia. La masa
del atomo de hidrégeno es alrededor de 0.00000000000000000000000166 g. Estos nimeros
son dificiles de leer y escribir, de modo que los cientificos por lo general los expresan en
notacion cientifica.

NOTACION CIENTIFICA

Se dice que un nimero positivo x esta escrito en notacion cientifica si esta
expresado como sigue:

x=a X 10" donde 1 = a < 10y n es un entero

Por ejemplo, cuando decimos que la distancia a la estrella Proxima Centauri es 4 X 10"
km, el exponente positivo 13 indica que el punto decimal debe recorrerse 13 lugares a la
derecha:

4 X 10" = 40,000,000,000,000
\_/\

Mueva el punto decimal 13 lugares a la derecha

Cuando decimos que la masa de un dtomo de hidrégeno es 1.66 X 10™** g, el exponente
—24 indica que el punto decimal debe moverse 24 lugares a la izquierda:

1.66 X 10~** = 0.00000000000000000000000166
-

Mueva el punto decimal 24 lugares a la izquierda



Para usar notacién cientifica en una
calculadora, presione la tecla marcada
0 0 para ingresar el ex-
ponente. Por ejemplo, para ingresar el
nimero 3.629 X 10" en una calcula-
dora TI-83, ingresamos

3.629 15

y en la pantalla se lee

3.629€e15

En el Apéndice Cdlculo de cifras
significativas vea guias para trabajar
con cifras significativas.

Es cierto que el nimero 9 tiene dos rai-
ces cuadradas, 3 'y —3, pero la notacién
V9 estd reservada para la rafz cuadrada
positiva de 9 (a veces llamada raiz
cuadrada principal de 9). Si deseamos
tener la raiz negativa, debemos escribir
—V9, que es —3.

SECCION 1.2 | Exponentes y radicales 17

EJEMPLO 6 | Cambio de notacién decimal a cientifica

En notacién cientifica, escriba cada uno de los nimeros siguientes.

(a) 56,920 (b) 0.000093

SOLUCION

(a) 56,920 = 5.692 X 10* (b) 0.000093 = 9.3 X 10>

© _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 77 Y 79 |

Con frecuencia se usa notacién cientifica en una calculadora para ver un nimero muy
grande o uno muy pequefio. Por ejemplo, si usamos calculadora para elevar al cuadrado el
nimero 1,111,111, la pantalla puede exhibir (dependiendo del modelo de calculadora) la
aproximacion

(1.234568 12| o |[1.23468 12|

Aqui los digitos finales indican la potencia de 10 e interpretamos el resultado como

1.234568 X 10"

EJEMPLO 7 | Célculo con notacién cientifica

Sia = 0.00046, b =~ 1.697 X 10%, y ¢ = 2.91 X 10~ ', use calculadora para aproximar
el cociente ab/c.

SOLUCION  Podriamos ingresar los datos usando notacion cientifica, o bien, podria-
mos usar leyes de exponentes como sigue:

ab (4.6 X 107%)(1.697 X 10%)

¢ 291 X 10718

(4.6)(1.697)
2091

~ 2.7 X 10%

X 10—4+22+18

Expresamos la respuesta redondeada a dos cifras significativas porque el menos preciso de
los nimeros dados se expresa a dos cifras significativas.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 83 Y 85 |

V¥ Radicales

Sabemos lo que 2" significa siempre que n sea un entero. Para dar significado a una po-
tencia, por ejemplo 2*°, cuyo exponente es un nimero racional, necesitamos estudiar ra-
dicales.

El simbolo \/" significa “la raiz positiva de”. Entonces

Va=b significaque b>=a b=0
g q y

Como a = b* = 0, el simbolo V/a tiene sentido sélo cuando a = 0. Por ejemplo,

V9 =3  porque 3¥=9 y 3=0
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Las raices cuadradas son casos especiales de las raices n. La raiz n de x es el nimero que,
cuando se eleva a la n potencia, dard x.

DEFINICION DE UNA RAIZ n
Si n es cualquier entero positivo, entonces la raiz n principal de a se define como
SIgue: Va=b significaque b" = a

Si n es par, debemos tenera =0y b = 0.

Por lo tanto,
V81 =3 porque 3*=81 y 3=0
V-8 = -2 porque (—2)*= -8

Pero V-8, V—8 y /=8 no estdn definidas. (Por ejemplo, V' —8 no estd definida por-
que el cuadrado de todo nimero real es no negativo.)
Notese que

V& =V16=4 pero V(—4)? = V16 = 4 = | —4]|

Entonces la ecuacion \/c? = a no siempre es verdadera; lo es s6lo cuando a = (. No obs-
tante, siempre podemos escribir Va? = |a| Esta dltima ecuacién es verdadera no sélo
para raices cuadradas, sino para cualquier raiz par. Esta y otras reglas empleadas para tra-
bajar con raices n se citan en el recuadro siguiente. En cada propiedad suponemos que
existen todas las raices dadas.

PROPIEDADES DE RAICES n

Propiedad Ejemplo

1. Vab = Va\/b V/=8-27 = V=8V27 = (-2)(3) = —6
, sfa_Va J16 _ Vie _2

“No b 81 BT 3

3, /e =Va /729 = 729 = 3
4. V/a"=a sinesimpar (5P =-5 V2°=2

. Va" = |a| sinespar V(=3)*=|-3]=3

(9}

EJEMPLO 8 | Simplificacion de expresiones con raices n
(a) W = \/3 xx Factorice el cubo més grande
= \3/;\%; Propiedad 1: Vab = VaVb
= x% Propiedad 4: Vo = a
(b) V81xsy* = WWW Propiedad 1: Vabe = Va\/bVe
=3V )yl Propiedad 5: Va* = la|
=3x?|y| Propiedad 5: Va* = lal, |x*| = x?

“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 55 Y 57 |




@ Evite el siguiente error:

Va+b X Va+ Vb

Por ejemplo, si hacemos a = 9y
b = 16, entonces vemos el error:

V9 + 16 £ V9 + V16
V2523 +4
5 27 Error!
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Con frecuencia es ttil combinar radicales semejantes en una expresion, por ejemplo
2V/3 + 5V/3. Esto se puede hacer usando la Propiedad Distributiva. Asf,

2V3+5V3=02+5V3=7V3

El siguiente ejemplo ilustra mds atin este proceso.

EJEMPLO 9 | Combinacién de radicales

(a) V32 + V200 = V16-2 + V100-2 Factorice los cuadrados mds grandes
=V16V2 + VI00V2 Propiedad 1: Vab = VaVh
=4V2 + 10V2 = 14V2  Propiedad Distributiva

(b) Sib > 0, entonces

V256 — Vb? = V25V — V2 \Vb Propiedad 1: Vab = VaVb

=5Vb - b\Vb Propiedad 5, b > 0
=(5- b)\/l; Propiedad Distributiva
® _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29 Y 33 |

V Exponentes racionales

Para definir lo que significa exponente racional, o bien, lo que es lo mismo, un exponente
[fraccionario, como por ejemplo a'’, necesitamos usar radicales. Para dar significado al sim-
bolo a'" de forma que sea consistente con las Leyes de Exponentes, tendriamos que tener

(al/n)n — a(l/n)n — al =a

Entonces, por la definicidn de la raiz n,

a'l" = Va

En general, definimos exponentes racionales como sigue:

DEFINICION DE EXPONENTES RACIONALES

Para cualquier exponente racional #2/n en sus términos més elementales, donde m y n
son enteros y n > 0, definimos

n

a"" = (\a)"  olo que es equivalente """ = Va"

Si n es par, entonces requerimos que a = 0.

Con esta definicion se puede demostrar que las Leyes de Exponentes también se cumplen
para exponentes racionales.

EJEMPLO 10 | Uso de la definicion de exponentes racionales
(@) 47 = V4 =2
(b) 87 = (VB =22=4 Solucién alternativa: 823 = /82 = V64 = 4

©unsr-— -t 1 g L _1_,
1251/3 13/125 5 3 .X'4 x4/3

© _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 21Y 23 |

—4/3
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DIOFANTO Vivi6 en Alejandria hacia el
ano 250 d.C. Su libro Arithmetica es
considerado el primer libro de algebra
donde da métodos para hallar solucio-
nes enteras de ecuaciones algebraicas.
Arithmetica fue leido y estudiado du-
rante mas de mil anos. Fermat (vea pa-
gina 99) hizo algunos de sus mas im-
portantes descubrimientos cuando
estudiaba este libro. La mayor aporta-
cion de Diofanto es el uso de simbolos
para representar las incégnitas en un
problema. Aun cuando su simbolismo
no es tan sencillo como el que usamos
ahora, fue un avance considerable para
escribir todo en palabras. En la nota-
cion de Diofanto, la ecuacion

X —7xX +8x —5=24
se escribe
AK”asn A"’{AZSL”KS

Nuestra moderna notacion algebraica
no entré en uso comun sino hasta el si-
glo xvi.

EJEMPLO 11 | Uso de las leyes de exponentes

con exponentes racionales

() a1/3a7/3 _ a8/3 Ley I a"a" = a"*"
2/5 /5 m
(b) a 36/15 = gM5+75-305 — 46l5 Ley 1, Ley 2: iT” =g
a
(©) (2a3b4)3/2 — 23/2(a3)3/2(b4)3/2 Ley 4: (abc)" = a"b"c"
— (\f2)3a3(3/2>b4(3/2> Ley 3: (uu,)” = g
= 2V2a°p°
2x3/4 3 y4 23(x3/4)3
(d) ( yl/3 T = (y1/3)3 . (y4xl/2) Leyes 5,4y 7
8 9/4
= xT-y4xl/2 Ley3
= 8)611/4))3 Leyes 1y?2
“ _( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 61, 63,67 Y 69 |

EJEMPLO 12 | Simplificacién al escribir radicales

como exponentes racionales

@ (2Vx)(3Vx) = (2x'?)(3x'?)

Definicién de exponentes racionales

= 6x2t13 = 6x¥6  Ley1
(b) VoV = (xx!72)12 Definicién de exponentes racionales
— (x3/2)1/2 Ley I
= x¥ Ley 3
“ (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 71 Y 75 |

V Racionalizacion del denominador

A veces es util eliminar el radical en un denominador al multiplicar el numerador y el de-
nominador por una expresion apropiada. Este procedimiento se denomina racionalizaciéon
del denominador. Si el denominador es de la forma Va, multiplicamos numerador y deno-
minador por Va. Al hacer esto multiplicamos por 1 la cantidad dada, de modo que no
cambiamos su valor. Por ejemplo,

Va _Va

1 1 1
Na Na'TNa'Na  a

Nétese que el denominador de la dltima fraccién no contiene radical. En general, si el de-
. n . . .
nominador es de la forma V @™ con m < n, entonces multiplicar el numerador y denomi-
n _ . . . .
nador por V a"~ " racionalizara el denominador, porque (para a > 0)

N am™\arm = N amm = NV an = a

EJEMPLO 13 | Racionalizacién de denominadores

Esto es igual a 1

@ Lo 2. Vi 23
V3T V3V 3
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1 VA

32:323
V2 x2 Vax

(b)
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NG TV

Va2 Voo Na @

® _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 89 'Y 91
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1.2 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1.

(a) Usando notacién exponencial, podemos escribir el producto
5:5:5-5+5como .
(b) En la expresion 3* el ndmero 3 se denomina s

y el nimero 4 se llama

. (a) Cuando multiplicamos dos potencias con la misma base,

los exponentes. Por tanto, 3* - 3° =

(b) Cuando dividimos dos potencias con la misma base,
5

los exponentes. Por tanto, — =
32

. . A3
. (a) Usando notacién exponencial, podemos escribir V5

como

(b) Usando radicales, podemos escribir 5"/

(¢) ¢Hay diferencia entre V52 y (V5)*? Explique.

como

. Explique qué significa 4*” y, a continuacién, calcule 4”2 en dos

formas diferentes:

(41/2) — fo)

@ -

. Explique cdmo racionalizar un denominador y luego

o N 1
complete los siguientes pasos para racionalizar ——:

V3
1 _ 1 .
V3 V3

. Encuentre la potencia faltante en el siguiente cdlculo:

5.5 =35,

HABILIDADES

7-14 m Escriba cada expresion radical usando exponentes, y
cada expresion exponencial usando radicales.

10.
11.
12.

Expresion radical Expresion exponencial

1
V5
3 72

4273

11 —=3/2

5 53

2~ 1.5

4

4

4

4

4

4

4

4

Expresion radical Expresion exponencial

13. a*”?

15-24 m Evalie cada expresion.

15. (a) —3? () (—-3)° © (-3
_ 107 3

16. (a) 5572 ®) © 33

-3
17. @ ()27 b © (1)
18. (a) (—3)° ) ()% © )67
19. (a) V16 () /16 © Vi
20. (a) V64 (b) V/—64 (¢) V=32
21 (@ Vi (b) /256 © V&
22. (a) VIV28 (b) % (¢) V24V/54
23. (@ (3”2 (b) (—32)*° (¢) —32%
24. (a) 10247 ) (—%)" © @™
25-28 m Evalde la expresiéon usandox = 3,y =4yz = —1.
25. Va2 +y? 26. Vx3 + 14y + 2z
27. (9x)* + (29) + 2B 28. (xy)*
29-34 m Simplifique la expresion.
29. V32 + VI8 30. V75 + V48
31. V96 + V3 32. V48 — V3

33 Viex + Va® 34. V2t — Vy

35-40 m Simplifique cada expresion.

35. (a) x%x? (b) (3yH)(4y%) (c) x>

36. (a) x °x3 b) w 2w u® () 2237
10,,0 6 9 -2
3. @ 2 ® © =
y X
2.4
38. (a) (b) (2y%)° (¢) (8x)?

277!



4

4

4

4

4

? 4

4

4

39. (a) (a*a*)’?

49. (a)

55. V16x® 56.
57. V64a'd’ 58.
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a2 3
(b) (Z)

(b) (2a’a*)*

(¢) (32)%62%)7?

3X4 2
© (r)

41-52 m Simplifique la expresién y elimine cualquier exponente(s)
negativo(s).

40. (a) (222)75:"°

41. (a) (4x>y*")(2x%y) (d) (8a’2)(3a’z")
42. (a) b*(3ab*)(2a*h ™) (b) (25 ) (3s"r)(161%)
43. (a) (5xHhH(BxH°)* (b) (2a°b*)}(5a%b°)°
4. (a) (s %2)(s%)’? (b) (2u**)*(Bu"v)?
6y’ (2!
45. (a) 2 (b) )
2x3y* (2v'w)?
46. (a) x5y3 (b) ';wz

a’b? -1,2\2
47. (a) < > < ) (b) w

48. (a) (Zyz )( S

8a’h 4
2a73b3

(
5 -2 -1 -3
50. (a) (b) (2“ b)
( r

(rs?)?
S

Xy

()
51. (a) | — b
@ (55 » (5=
st ) (xy’zz"})’3

52. (a b) | 55—

@) (55*'1 ® 5
53-60 m Simplifique la expresion. Suponga que las letras denotan
cualesquier nimeros reales.

53. VWt 54, Vx'

\3/x3y6
Va*bV64a'h
V22

61-70 m Simplifique la expresién y elimine cualesquier exponente(s)
negativo(s). Suponga que todas las letras denotan nlimeros positivos.

59. V\V/64x6 60.

63. (a)

67. (@) ———

61. (a) x'i/4 5/4

62. (a) (4b)"(8b')

w4/ 3 w2/ 3

64. (a) (8y) ™"
65. (a) (8a°b**)**
66. (a) (X_S 1/3) 3/5
(8s % )2/3
/4

(7%

)ng 4N —1/4
68. (a) <16y4/3>

(b) y2/'§ 4/3
(b) (3(13/4) (5a1/2)
s5/2(2s5/4)2

S1/2

(b)

)—1/3

(b) (u*®
(b) (4a%%)"?

(b) (2xy 48y ¥2)~ 12
(32y5210)1s
(64y0z~12)~1/0

_8y3/4 —-1/3
(b) ( G

(b)

4

4

4

4

4

x72/3 x—z
«09. (a) (7 3
y y

. 4y322/3 2/ xT3yON\ 13
®) 172 8z*

1/6b
70.(a)(x1y)(

(9st)3/2 3572\ !
) (27s3t—4)2/3 4[1/3

71-76 m Simplifique la expresién y elimine cualesquier
exponente(s) negativo(s). Suponga que todas las letras denotan nu-

meros positivos.

1 (@) Vi V52

72. (a) Vb \Vb
73. (a) Vast* V52

74. (a) \/ x3y? \/1())c4y16
5. (a) VyVy

76. (a) VsVs?

®) (5Vx)(2Vx)
) 2Va)(Va?)

4
x7

® Ve

(b)
Vi
3
b) 16u51)
uv
2.4
) 4/ 54x y

77-78 m Escriba cada nimero en notacion cientifica.

<77. (a) 69,300,000

(c) 0.000028536

78. (a) 129,540,000
(c) 0.0000000014

(b) 7,200,000,000,000
(d) 0.0001213

(b) 7,259,000,000
(d) 0.0007029

79-80 m Escriba cada nimero en notacion decimal.

79. (a) 3.19 X 10°

(c) 2.670 X 1078

80. (a) 7.1 x 10"
(c) 8.55x107°

(b) 2.721 X 108
(d) 9.999 X 107°
(b) 6 X 10"

(d) 6.257 X 10710

81-82 m Escriba en notacion cientifica el nimero indicado en cada

enunciado.

81. (a) Un aio luz, la distancia que recorre la luz en un afio, es al-
rededor de 5,900,000,000,000 millas.

(b) El didmetro de un electrén alrededor de 0.0000000000004

centimetros.

(¢) Una gota de agua contiene mds de 33 trillones de moléculas.

82. (a) La distancia de la Tierra al Sol es de unos 93 millones de
millas.

(b) La masa de una molécula de oxigeno es de unos
0.000000000000000000000053 g.

(¢) La masa de la Tierra es de unos
5,970,000,000,000,000,000,000,000 kg.

83-88 m Use notacion cientifica, las Leyes de Exponentes, y una
calculadora para ejecutar las operaciones indicadas. Exprese su res-
puesta redondeada al nimero de digitos significativos indicados por
los datos dados.

© 83, (7.2 X 107°)(1.806 X 10~2)



84

. (1.062 X 10*%)(8.61 X 10')
1.295643 % 10°

« 85.
(3.610 X 107'7)(2.511 x 10°)
36 (73.1)(1.6341 x 10%)
) 0.0000000019
87 (0.0000162)(0.01582)
" (594,621,000)(0.0058)
(3.542 X 107%)°
8. o
(5.05 X 10%)
89-92 m Racionalice el denominador.
1 2 X
« 89. (a) —(— b f c \/7
(a) V1o b) /7 (© 3
5 X y
90. — b — —
@ 12 ® \ﬁ © 7%
« 91 2 b ! =
O @ S (b) 7 ©
1 a 1
92. (a) a (b) - x (©) o
93. Sean a, b y ¢ nimeros reales cona > 0, b < 0y ¢ < 0. Deter-

94.

mine el signo de cada expresion.

(a) »° (b) b (¢) ab’c®
a’c?
@@ (b—a)P (e (b—a) (& Hoc6

Demuestre las Leyes de Exponentes dadas para el caso en que
my n sean enteros positivos y m > n.

(a) Ley 2 (b) Ley 5 (c) Ley 6

APLICACIONES

95

96.

97.

. Distancia a la estrella mas cercana Proxima Centauri,
la estrella mas cercana a nuestro sistema solar, esta a 4.3 aflos
luz de distancia. Use la informacién del Ejercicio 81(a) para ex-
presar esta distancia en millas.

Velocidad de la luz La velocidad de la luz es de unas
186,000 mi/s. Use la informacién del Ejercicio 82(a) para hallar
cudnto tarda un rayo de luz del Sol en llegar a la Tierra.

Volumen de los océanos El promedio de profundidad de
los océanos es 3.7 X 10° m y el 4rea de los océanos es 3.6 X
10" m?. ;Cudl es el volumen total del océano en litros? (Un
metro ctbico contiene 1000 litros.)

98.

99.

100.

101.

SECCION 1.2 | Exponentes y radicales 23

Deuda nacional Al mes de julio de 2010, la poblacién
de Estados Unidos era de 3.070 X 108, y la deuda nacional
era de 1.320 X 10" délares. ;Cudnto era la parte que adeuda
cada persona?

Numero de moléculas Una sala sellada de un hospital,
con medidas de 5 m de ancho, 10 m de largo y 3 m de alto,
estd llena de oxigeno puro. Un metro cibico contiene 1000 L,
y 22.4 L de cualquier gas contienen 6.02 X 10* moléculas
(ndmero de Avogadro). ;Cudntas moléculas de

oxigeno hay en la sala?

¢A qué distancia puede usted ver? Debido a la curva-
tura de la Tierra, la distancia mdxima D a la que se puede ver
desde lo alto de un edificio de altura 4 se calcula con la féormula

D= \2rh + i*

donde r = 3960 millas es el radio de la Tierray D y h tam-
bién se miden en millas. ;A qué distancia se puede ver desde
la cubierta de observacién de la Torre CN de Toronto, que estd
a 1135 pies sobre el suelo?

Torre CN N,

Rapidez de un auto que patina La policia usa la fér-
mula s = V/30fd para calcular la rapidez s (en mi/h) a la que
un auto se desplaza si patina d pies después de aplicar repenti-
namente los frenos. El ntimero fes el coeficiente de friccion
del pavimento, que es una medida de lo “resbaloso” de la ca-
rretera. La tabla siguiente da algunos cdlculos comunes para f.

Asfalto Concreto Grava
Seco 1.0 0.8 0.2
Mojado 0.5 0.4 0.1

(a) Siun auto patina 65 pies en concreto mojado, ;cual era su
velocidad cuando se aplicaron los frenos?

(b) Si un auto corre a 50 mi/h, ;cudnto patinaré en asfalto mo-
jado?
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102. Distancia de la Tierra al Sol

Se deduce de la Tercera
Ley de Kepler del movimiento planetario, que el promedio de
distancia de un planeta al Sol (en metros) es

d= <%)1/3sz3
47
donde M = 1.99 X 10% kg es la masa del Sol, G = 6.67 X
107" N - m*/kg? es la constante gravitacional, y T es el pe-
riodo de la drbita del planeta (en segundos). Use el dato de

que el periodo de la drbita de la Tierra es de alrededor de
365.25 dias para hallar la distancia de la Tierra al Sol.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

103. ;Cuanto es mil millones? Si usted tuviera un millén

104.

(10°) de délares en una maleta, y gastara mil délares (10%) al
dia, ;cuantos afios tardaria en gastarse todo el dinero? Gas-
tando al mismo paso, ;cudntos afios tardarfa en vaciar la ma-
leta llena con mil millones (10°) de délares?

Potencias faciles que se ven dificiles Calcule mental-
mente estas expresiones. Use la ley de exponentes como ayuda.

18°

@ 5 (b) 20°(0.5)°

1.3 EXPRESIONES ALGEBRAICAS

105.

106.

Limite del comportamiento de potencias Com-
plete las tablas siguientes. (Qué ocurre a la n raiz de 2
cuando n se hace grande? ;Qué se puede decir acerca de
la n raiz de 1?

n 21/n n (%)I/n
1 1
2 2
5 5
10 10
100 100

Construya una tabla similar para n'”". ;Qué ocurre a la n raiz
de n cuando n se hace grande?

Comparacion de raices Sin usar calculadora, determine
cudl nimero es mds grande en cada par.

® ()"0 ()
@ V50\V3

(a) 21/2 ) 21/3
(© 71/4 041/3

Suma y resta de polinomios P Multiplicacién de expresiones algebraicas P>
Férmulas de productos notables P> Factorizacion de factores comunes P> Facto-
rizacion de trinomios P> Férmulas especiales de factorizacion P> Factorizacion

por agrupacion de términos

Una variable es una letra que puede representar cualquier nimero tomado de un conjunto
de numeros dado. Si empezamos con variables, por ejemplo x, y y z, y algunos nimeros
reales, y las combinamos usando suma, resta, multiplicacion, division, potencias y raices,
obtenemos una expresion algebraica. Veamos a continuacién algunos ejemplos:

2x2—3x + 4

y— 2z

+ 10
Vx 4

Un monomio es una expresién de la forma ax, donde @ es un nimero real y k es un
entero no negativo. Un binomio es una suma de dos monomios y un trinomio es una suma
de tres monomios. En general, una suma de monomios se llama polinomio. Por ejemplo, la
primera expresion citada lineas antes es un polinomio, pero las otras dos no lo son.

POLINOMIOS

donde ay, a,, . .

Un polinomio en la variable x es una expresion de la forma
ax"+ a,_ x" '+ -+ ax+ a,

., a, son numeros reales, y n es un entero no negativo. Si a, # 0,
entonces el polinomio tiene grado 7. Los monomios a,x* que conforman el
polinomio reciben el nombre de términos del polinomio.

Observe que el grado de un polinomio es la potencia mds alta de la variable que aparece

en el polinomio.



Propiedad Distributiva
ac + be = (a + b)c

El acrénimo FOIL nos ayuda a recor-
dar que el producto de dos binomios es
la suma de los productos de los prime-
ros (First) términos, los términos ex-
ternos (Quter), los términos internos
(Inner) y los ultimos (Last).
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Polinomio Tipo Términos Grado
2x2 —3x + 4 trinomio 2x2, —3x, 4 2
x® + 5x binomio x®, 5x 8
3 — x + x* — 3x? | cuatro términos| —3x% x2, —x, 3 3
S5x + 1 binomio S5x, 1 1
9x° monomial Ox® 5
6 monomial 6 0

V Suma y resta de polinomios

Sumamos y restamos polinomios usando las propiedades de niimeros reales que vimos en
la Seccidn 1.1. La idea es combinar términos semejantes (esto es, términos con las mismas
variables elevados a las mismas potencias) usando la Propiedad Distributiva. Por ejemplo,

5x7 4+ 3x7 = (5 + 3)x” = 8’

Para restar polinomios, tenemos que recordar que si un signo menos precede a una expre-
sién en paréntesis, entonces se cambia el signo de cada término dentro del paréntesis cuando
quitemos el paréntesis:

-b+tc)=-b-c

[Este es simplemente el caso de la Propiedad Distributiva, a(b + ¢) = ab + ac,cona = —1.]

EJEMPLO 1 | Sumay resta de polinomios
(a) Encuentre la suma (x* — 6x> + 2x + 4) + (x* + 5x* — 7x).
(b) Encuentre la diferencia (x* — 6x* + 2x + 4) — (x* + 5x* — 7x).
SOLUCION
(@) (x* —6x? 4+ 2x +4) + (x* + 5x* — 7x)
=+ x%) + (—6x* + 5x%) + (2x — 7x) + 4 Agrupe términos semejantes

=2x*—x*—5x+ 4 Combine términos semejantes
(b) (x> —6x> +2x +4) — (x* + 5x* — Tx)
=x3 —6x>+2x +4 — x> —5x% + Ix Propiedad Distributiva

=(x*—x%) + (—6x* — 5x%) + (2x + 7x) + 4  Agrupe términos semejantes
=—11x*+9%x + 4 Combine términos semejantes

® _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 15 Y 17 |

V Multiplicacion de expresiones algebraicas

Para hallar el producto de polinomios o de otras expresiones algebraicas, es necesario usar
repetidamente la Propiedad Distributiva. En particular, usdndola tres veces en el producto
de dos binomios, obtenemos

(a +b)(c+d) =alc+d) +blc+d) =ac+ ad+ bc+ bd

Esto dice que multiplicamos los dos factores al multiplicar cada término de un factor por
cada término del otro factor y sumamos estos productos. Esquematicamente, tenemos

¥

P R

(a + b)(c +d) =ac+ ad + bc + bd
1 T )
F 0 1 L
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En general, podemos multiplicar dos expresiones algebraicas usando para ello la Propie-
dad Distributiva y las Leyes de Exponentes.

EJEMPLO 2 | Multiplicacién de binomios usando FOIL

R
(2x + 1)(3x — 5) = 6x* — 10x + 3x —

5
~ 1 T T
L

Propiedad Distributiva

F O I
=6x*—7x—5 Combine términos semejantes
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |

Cuando multiplicamos trinomios u otros polinomios con mds términos, usamos la Pro-
piedad Distributiva. También es util acomodar nuestro trabajo en forma de tabla. El si-
guiente ejemplo ilustra ambos métodos.

EJEMPLO 3 | Multiplicaciéon de polinomios
Encuentre el producto:  (2x + 3)(x* — 5x + 4)

SOLUCION 1: Usando la Propiedad Distributiva

(2x +3)(x* = 5x +4) = 2x(x* = S5x + 4) + 3(x* — 5x + 4) Propiedad Distributiva
= (2x+x* — 2x-5x + 2x-4) + (3-x* — 3-5x + 3-4) Propiedad Distributiva
= (2x> — 106 + 8x) + (3x* — 15x + 12) Leyes de Exponentes
=27 =T —Tx + 12 Combine términos semejantes

SOLUCION 2: Usando forma de tabla

x*— 5x+ 4
2x + 3
3 — 15x + 12 Multiplique x> — 5x + 4 por 3
2 — 106% +  8x Multiplique x> — Sx + 4 por 2x
23— T — Ix+ 12 Sume términos
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |

V Formulas de productos notables

Ciertos tipos de productos se presentan con tanta frecuencia que es necesario aprenderlos.
Se pueden verificar las siguientes formulas al ejecutar las multiplicaciones.

Vea en el Proyecto de descubri- |

miento, citado en la pagina 34, FORMULAS DE PRODUCTOS NOTABLES

una interpretacion geométrica de . . . . .

algunas de estas formulas. Si Ay B son niimeros reales cualesquiera o expresiones algebraicas, entonces
1. (A + B)(A — B) = A? — B? Suma y producto de términos iguales
2. (A + B)2 = A% + 2AB + B? Cuadrado de una suma
3.(A—B)?=A>—-2AB + B? Cuadrado de una diferencia
4. (A + B)’ = A* + 3A’B + 3AB*> + B® Cubo de una suma
5. (A—B)'=A’ — 3A’B + 3AB* - B® Cubo de una diferencia
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La idea clave en el uso de estas férmulas (o cualquier otra férmula en dlgebra) es el
Principio de Sustitucién: podemos sustituir cualquier expresion algebraica por cualquier
letra en una férmula. Por ejemplo, para hallar (x* + y*)* usamos la Férmula 2 de Productos,
sustituyendo x* por A y y* por B, para obtener

(* + )2 = (&%) + 2() () + ()

A+B’ = A* + 2B + B

EJEMPLO 4 | Uso de las féormulas de productos notables
Use las férmulas de productos notables para hallar cada producto.
@ (3x +5)° (b) (x* = 2)’
SOLUCION
(a) Sustituyendo A = 3xy B = 5 en la Férmula 2 de Productos, obtenemos:
(3x + 5)% = (3x)* + 2(3x)(5) + 5% = 9x* + 30x + 25
(b) Sustituyendo A = x* y B = 2 en la Férmula 5 de Productos, obtenemos:
(2 = 2)' = () = 3(2)2) + 3 - 2
=x5—6x*+ 12x2— 8

“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29 Y 41 |

EJEMPLO 5 | Uso de las férmulas de productos notales

Encuentre cada producto.

(@) (2x — Vy)(2x + VYy) b)) x+y—Dx+y+1)

SOLUCION

(a) Sustituyendo A = 2x y B = Vy en la Férmula 1 de Productos, obtenemos:
(2r = Vy)(2x + Vy) = () = (Vy)? = 42 =y

(b) Si agrupamos x + y y la vemos como una expresion algebraica, podemos usar la
Férmula 1 de Productos conA = xy B = 1.

(ty-—Daty+1)=[x+y) - 1x+y) +1]

=(x+y)*—1? Férmula de Producto 1
=x+2y+y -1 Férmula de Producto 2
© AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 55 Y 59 |

V Factorizacion de factores comunes

Usamos la Propiedad Distributiva para expandir expresiones algebraicas. A veces necesita-
mos invertir este proceso (de nuevo usando la Propiedad Distributiva) al factorizar una
expresion como un producto de otras mas sencillas. Por ejemplo, podemos escribir

MMM FACTORIZACION NI
¥ —4=(x—-2)(x+2)
@  EXPANSION

Decimos que x — 2 y x + 2 son factores de x* — 4.



28 CAPITULO 1 | Fundamentos

VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da

3x(x —2) =3x*—6x ¥V

VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da
2xy%(4x® + 3x%y — y?)
= 8x*Yy? + 6xy? — 20yt WV

VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da

x+3Nax+4)=x*+7x+12

factores de a

) J
ax*+ bx + ¢ = (px + r)(gx + )
1 i
factores de ¢

El tipo mds sencillo de factorizacién se presenta cuando los términos tienen un factor
comun.
EJEMPLO 6 | Factorizacion de factores comunes
Factorice lo siguiente.
(a) 3x* — 6x (b) 8x*y? + 6x%y3 — 2xy*
(© 2x+4)(x—3) —5x—3)
SOLUCION
(a) El mdximo factor comiin en los términos 3x* y —6x es 3x, de modo que tenemos
3x? — 6x = 3x(x — 2)
(b) Observamos que
8, 6 y —2 tienen el mdximo factor comiin 2
x*, ¥’ y x tienen el mdximo factor comiin x
y%, ¥’ y ¥* tienen el mdximo factor comdn y*
Por tanto, el maximo factor comiin de los tres términos del polinomio es 2xy*, y tenemos
8xy? + 6yt — 2xy* = (2xy?)(4x) + (2xy?)(3x%y) + (20y%)(—y?
= 2xy*(4x® + 3x%y — y?)
(¢) Los dos términos tienen el factor comun x — 3.
(2x +4)(x —3) = 5(x —3)=[(2x +4) = 5](x —3)  Propiedad Distributiva
=2x — 1)(x—3) Simplifique
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 61,63 Y 65 |

V Factorizacion de trinomios
Para factorizar un trinomio de la forma x* + bx + ¢, observamos que
x+r)(x+s)=x*+(+s)x+rs

por lo que necesitamos escoger nimeros ry s talesque r + s = by rs = c.

EJEMPLO 7 | Factorizar x> + bx + ¢ por ensayo y error.
Factorice: x> + 7x + 12

SOLUCION  Necesitamos hallar dos enteros cuyo producto sea 12 y cuya suma sea 7. Por
ensayo y error encontramos que los dos enteros son 3 y 4. Entonces, la factorizacién es

X2+ Tx+12=(x +3)(x + 4)
2

factores de 12

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 67 u

Para factorizar un trinomio de la forma ax*> + bx + ¢ con a # 1, buscamos factores de
la forma px + ry gx + s:
ax®> + bx + ¢ = (px + r)(gx + s) = pgx* + (ps + qr)x + rs

Por tanto, tratamos de hallar nimeros p, g, ry s talesque pg = ayrs = c,ps + gr = b. Si
estos nimeros son enteros todos ellos, entonces tendremos un nimero limitado de posibili-
dades de intentar conseguir p, g, r' y s.



VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da

Bx+52x—1)=6x*+7x—5 ¢
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EJEMPLO 8 | Factorizacién de ax® + bx + ¢ por ensayo y error
Factorice: 6x? + 7x — 5

SOLUCION  Podemos factorizar 6 como 6 - 103 -2 y =5como —=5-105-(—1).Al
tratar estas posibilidades, llegamos a la factorizacién

factores de 6

6x> + 7x —5=(3x+ 5)(2x — 1)
r 7

factores de —5

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |

EJEMPLO 9 | Reconocer la forma de una expresion
Factorice lo siguiente.

(@ x*—2x—3 (b) 5a +1)*—205a+1) -3
SOLUCION

(a) x> —2x—3= (x=3)x+1) Ensayo y error
(b) Esta expresion es de la forma

2-2 -3
donde representa 5a + 1. Esta es la misma forma que la expresién de la parte (a), de
modo que se factoriza como ( = 3) + 1).

(Sa+ 1Y —25a+1)—-3=[(5a+1)—3](5a+1)+1]
= (5a — 2)(5a + 2)
& _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 71 [

V Férmulas especiales de factorizacion

Algunas expresiones algebraicas notables se pueden factorizar usando las férmulas que si-
guen. Las tres primeras son simplemente Férmulas de Productos Notables escritas a la in-
versa.

FORMULAS ESPECIALES DE FACTORIZACION
Férmula Nombre
1. A”—B*=(A )( B) Diferencia de cuadrados

A’ + 2AB + B* = B)? Cuadrado perfecto

(4
A’ —2AB + B> = (A — B)? Cuadrado perfecto

2.
3.
4, A’ — B’ = (A — B)(A> + AB + B?) Diferencia de cubos
5. A+ B*= (A + B)(A> — AB + B?) Suma de cubos

EJEMPLO 10 | Factorizacion de diferencias de cuadrados
Factorice lo siguiente.

(a) 4x* — 25 (b) (x +y)* — z?
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LAS MATEMATICAS EN EL
MUNDO MODERNO

Cambio de palabras, sonido e
imagenes en numeros

Imagenes, sonido y texto se transmiten
rutinariamente de un lugar a otro por
la Internet, aparatos de fax o médem.
;Como pueden estas cosas transmitirse
por cables telefénicos? La clave para
hacer esto es cambiarlas en nimeros o
bits (los digitos 0 o 1).Es facil ver cémo
cambiar texto a nimeros. Por ejemplo,
podriamos usar la correspondencia

A = 00000001,B = 00000010,

C = 00000011,D = 00000100,

E = 00000101,y asi sucesivamente. La
palabra “BED” (CAMA) se convierte en-

tonces en 000000100000010100000100.

Al leer los digitos en grupos de ocho, es
posible transformar este nimero de
nuevo a la palabra“BED".

Cambiar sonidos a bits es mas com-
plicado. Una onda de sonido puede
ser graficada en un osciloscopio o en
computadora. La gréfica se descompone
a continuaciéon matematicamente en
componentes mas sencillos correspon-
dientes a las diferentes frecuencias del
sonido original. (Aqui se usa una rama
de las matematicas de nombre Andlisis
de Fourier.) La intensidad de cada
componente es un nimero, y el
sonido original puede reconstruirse a
partir de estos numeros. Por ejemplo,
se almacena musica en un CD como
una sucesion de bits; puede verse
como 101010001010010100101010
1000001011110101000101011....(Un
segundo de musica requiere 1.5 millo-
nes de bits). El reproductor de CD re-
construye la musica a partir de los nu-
meros presentes en el CD.

Cambiar imdgenes a nimeros com-
prende expresar el color y brillantez de
cada punto (o pixel) en un nimero.
Esto se hace en forma muy eficiente
usando una rama de las matematicas
llamada teoria ondulatoria. El FBI em-
plea trenes de ondas como forma com-
pacta de almacenar en archivo millo-
nes de huellas dactilares que necesitan.

SOLUCION
(a) Usando la férmula de Diferencia de Cuadrados con A = 2x y B = 5, tenemos

4x* — 25 = (2x)2 — 52 = (2x — 5)(2x + 5)

A2 — B> = (A -B@A + B)
(b) Usamos la férmula de Diferencia de Cuadrados conA =x + yy B = z.
x+y)l—-22=@x+y—-2)x+y+2)

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 75 Y 109 |

EJEMPLO 11 | Factorizacién de diferencias y sumas de cubos
Factorice cada polinomio.
(a) 27x° — 1 (b) x°*+ 8

SOLUCION
(a) Usando la férmula de la Diferencia de Cubos con A = 3x y B = 1, obtenemos

27x* — 1 = (3x)* — 1> = (3x — 1)[(3x)* + (Bx)(1) + 17]
=GBx—1)(9%*+3x+ 1)
(b) Usando la férmula de Suma de Cubos con A = x* y B = 2, tenemos
X0+ 8=+ 20 =(x?+2)(x* — 2x* + 4)
© (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 77 Y 79 H

Un trinomio es un cuadrado perfecto si es de la forma

A® + 2AB + B? ) A®> — 2AB + B?

Por lo tanto, reconocemos un cuadrado perfecto si el término medio (2AB o —2AB) es
mads o menos dos veces el producto de las raices cuadradas de los dos términos externos.
EJEMPLO 12 | Reconocer cuadrados perfectos

Factorice cada trinomio.
@ x>+6x+9
SOLUCION

(b) 4x* — 4xy + y2

(@) AquiA =xy B = 3, de modo que 2AB = 2 - x - 3 = 6x. Como el término medio es
6x, el trinomio es un cuadrado perfecto. Por la férmula del Cuadrado Perfecto tenemos

x2+6x+9=(x+3)
(b) AquiA = 2xy B =y, de modo que 2AB = 2 - 2x - y = 4xy. Como el término medio

es —4xy, el trinomio es un cuadrado perfecto. Por la formula del Cuadrado Perfecto
tenemos

4x? — dxy + y* = (2x — y)?

©_ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 105 Y 107 |

Cuando factorizamos una expresion, a veces el resultado puede factorizarse atin mas. En
general, primero factorizamos factores comunes y luego inspeccionamos el resultado para
ver si puede ser factorizado por cualquiera de los otros métodos de esta seccidon. Repetimos
este proceso hasta que hayamos factorizado completamente la expresion.
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EJEMPLO 13 | Factorizar por completo una expresiéon

Factorice por completo cada expresion.

(a) 2x* — 8x? (b) x%y? — xy°
SOLUCION
(a) Primero factorizamos la potencia de x que tenga el exponente mds pequefio.
24— 8x% = 2x*(x? — 4) El factor comiin es 2x?
=2x%(x — 2)(x + 2) Factorice x* — 4 como una diferencia de cuadrados

(b) Primero factorizamos las potencias de x y de y que tengan los exponentes mds pequefios.

xy? = xy° = xp?(x* — y?) El factor comtin es xy>
=2 (x? + yH(x? — y?) Factorice x* — y* como una diferencia de cuadrados
=Xy 2(x2 +y 2)(x + )X = ¥)  Factorice x* — y? como una diferencia de cuadrados
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 115 Y 117 |

En el siguiente ejemplo factorizamos variables con exponentes fraccionarios. Este tipo
de factorizacién se presenta en calculo.

EJEMPLO 14 | Factorizar expresiones con exponentes
fraccionarios

Factorice lo siguiente.

(a) 3x** —ox'"2 + 6x7 12 b) 2+ x)x+2+x)"
SOLUCION
(a) Factorice la potencia de x que tenga el exponente mds pequeiio, es decir, x 2.
32 1/2 “1/2 — a2, —1/2(,2 . ~1/
Para factorizar x ' de x*2, restamos 37— 9x!? 4 61 = 3y /(x —3x+2) Factorice 3x~*
exponentes: = 3x_1/2(x - x—2) Factorice la ecuazcién de
L2 = xfl/z(x.%/zf(fl/Z)) segundo gradox~ — 3x + 2
= () (b) Factorice la potencia de 2 + x que tenga el exponente mds pequeiio, es decir,
Q+x
— x*I/Z(x2) _ar3 13 o3 . 2/3
C+x) " x+2+x)"=2+x)"[x+2+x)] Factorice (2 + x) ™%
=2+ x) 72+ 2x) Simplifique
=22+ x) (1 + x) Factorice 2

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

Para ver que haya factorizado correctamente, multiplique usando las Leyes de Exponentes.

(@) 3x "(x* — 3x + 2) b) 2+ x)Px+2+x)]
= 332 — Ox12 4 gy 12 v =Q2+x) P+ 2+x)" v
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V Factorizacion por agrupacion de términos

Los polinomios con al menos cuatro términos pueden factorizarse a veces por agrupacion
de términos. El siguiente ejemplo ilustra la idea.

EJEMPLO 15 | Factorizacidn por agrupacion

Factorice lo siguiente.
@ x> +x>+4x+4 () x> —2x2—-3x+6
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SOLUCION

(@ x* + x? +4)c-i-4—()c3

x?) + (4x + 4)
1) +4(x +
X +1)

Agrupe términos
1) Factorice factores comunes

(x

Factorice x + 1 de cada término

(b) x> —2x* —3x+ 6 = (x x?) — (3x — 6) Agrupe términos
=x*(x — 2) —3(x —2) Factorice factores comunes
=x?=3)(x—2) Factorice x — 2 de cada término

© (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 83

1.3 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Considere el polinomio 2x° + 6x* + 4x°.

(Cudntos términos tiene este polinomio? ____
Enliste los términos:
(Cudl factor es comiin a cada término?
Factorice el polinomio: 2x° + 6x* +4x* =

2. Para factorizar el trinomio x> + 7x + 10, buscamos dos enteros
cuyo producto sea_____y cuya suma sea____

Estos enteros son ___y ___, de modo que el trinomio se
factoriza como___

3. La férmula de productos notables para la “suma de un cuadrado”
es (A + B =
Por tanto, 2x + 3> =

4. La férmula de productos notables para la “suma y diferencia de
los mismos términos” es (A + B)(A — B) =
Entonces (5 + x)(5 — x) =

5. La férmula de factorizacion especial para “la diferencia de
cuadrados” es A2 — B*> = . Entonces, 4x*> — 25 se
factoriza como

6. La férmula de factorizacion especial para un “cuadrado perfecto”
esA*+ 2AB + B*= ______.Entonces x* + 10x + 25 se

factoriza como

HABILIDADES

7-12 m Complete la tabla siguiente diciendo si el polinomio es un
monomio, binomio o trinomio; a continuacién, haga una lista de sus
términos y exprese su grado.

Términos Grado

Polinomio Tipo

7. x> —3x+7

8. 2x° + 4x?

Polinomio Tipo Términos Grado
9. -8
10. 1x7
1 x — x? 4+ 2% — x*
12. V2x - V3
13-22 m Encuentre la suma, diferencia o producto.
13. (12x — 7) — (5x — 12) 14. (5 — 3x) + (2x — 8)
a5 3x*+x+ 1) + (2x* — 3x — 5)
16. 3x* +x+ 1) —(2x* = 3x —5)
CaA7. (P A+ 6t —dx+7) - (3% 4+ 2x — 4)
18. 3(x — 1) + 4(x + 2)
19. 8(2x +5) — 7(x — 9)
20. 4(x* —3x +5) —3(*—2x+ 1)
2122 = 50) + (e — 1) — (t* = 1)
22. 53t — 4) — (> + 2) — 24(t — 3)
23-28 m Multiplique las expresiones algebraicas usando el método
FOIL y simplifique.
©.23. (3t — 2)(7t — 4) 24. (4s — 1)(2s + 5)
25. Bx +5)2x — 1) 26. (7y —3)2y — 1)
27. (x + 3y)(2x — y) 28. (4x — 5y)(3x — )
29-44 m Multiplique las expresiones algebraicas usando una
férmula de producto notable y simplifique.
.29, (3x +4)° 30. (1 — 2y)?
31. (2 v)? 32. (x — 3y)?

(
34. (

35. 36. (y — 3)(y
37. (
(

39.

38.

(
(
33. (2x + 3y)?
(
(
( 40.



75-82 m Use una férmula de factorizacion especial para factorizar

(x—3)°
3+ 2y)3

(x+ D22 =x+1)
(1 +20)x*—=3x+1)
AV = V)
XA — XV

(xl/z + yl/Z)(xllz _ y1/2)

(x+y+z)x—y—2)

2x* + 4x® — 14x2
(z+2)P?-5z+2)
—7x*? 4+ 14xy? + 21xy*

xX>X—6x+5
6y + 11y — 21
5x2—Tx — 6

(x+3)?—4
a® — b

1 + 1000y?

Sa1 (v +2)° 42.
43. (1 —2r)? 44.
45-60 m Ejecute las operaciones indicadas y simplifique.

45 (x+2)(x* + 2x + 3) 46.
47. 2x = 5)(x* —x+ 1) 48.
49. Vx(x — V) 50.
51 y3(2° + ) 52,
53. (x* — a®)(x* + a?) 54.

® 55. (Va — b)(Va + b)

56. (VP + 1+ )(ViE+1-1)
57. (x — 1) + x)((x — 1) — x?)
58. (x + 2+ x))(x — (2 + x?))

& 5. 2x+y—3)2x+y+3) 60.
61-66 m Factorice el factor comtin.

® .61 —2x° + 16x 62.

®.63. y(y —6) +9(y — 6) 64.

& 65. 2x%y — 6xy% + 3xy 66.
67-74 m Factorice el trinomio.

& 67 2+ 2x—3 68.

® 69, 8x? — 14x — 15 70.

& 71 3x* — 16x + 5 72.
73. (3x +2)* +8(3x +2) + 12
74. 2(a + b)* + 5(a + b) — 3
la expresion.

®.75. 94> - 16 76.

& 77, 270 + P 78.

&.79. 85 — 12543 80.
81. x> + 12x + 36 82.

162> — 24z + 9

83-88 m Factorice la expresién agrupando términos.

C 83 P+ Axitxt 4
85.
87. >+ x*+x+1

89-94 m Factorice por completo la expresion. Empiece por factori-

84.

203+ x2—6x—3 86.

3P —x2+6x—2

—Ox3 —3x2+3x+ 1

88. x+x*+x+1

zar la potencia mds baja de cada factor comun.

89.
« 91
~ 93,

94, x (x + 1)12 4 x12(x + 1)1

x5/2 _ x1/2

90.
x4 2x T2 4 412 92.

P+ D2+ 2(x2+ 1)1

3x71/2 + 4xl/2 + x3/2

(.X _ 1)7/2 _ (x _ 1)3/2

95-124 m Factorice por completo la expresion.

95.
97. x> —2x— 8

12x3 + 18x 96.

98.

30x° + 15x°
x> — 14x + 48

101.

111.
113.
~ 115.
« 117.
119.
121.
122.

123
124

125-128 m Factorice por completo la expresion. (Este tipo de ex-

Y +2) + 3+ 2)°
(@>+ 1> =7a*+ 1)+ 10
(a* + 2a)* — 2(a* + 2a) — 3

Expresiones algebraicas

2x% + Tx — 4
8x2 + 10x + 3
4¢* — 957
x2+ 10x + 25
r? — 6rs + 952

1)? 1)?
(3-0-
X X
(@®> — 1)b* — 4(a®> — 1)
x®+ 64
3x3 — 27x
18y3x? — 2xy*
3x3 + 5x2 — 6x — 10

SECCION 1.3
.2x2+ 5x+ 3 100.
9x? — 36x — 45 102.
. 49 — 4y? 104.
LP—6t+9 106.
L 4x? + dxy + y? 108.
. (a+ b)* — (a — b)? 110.
-1 —9x*>—1) 112
8x? — 125 114.
X4+ 22+ x 116.
xtyd = x?y3 118.
23+ 4x2 + x + 2 120.
(x = D(x+2)* = (x — 1)*x + 2)

33

presion aparece en cilculo cuando se usa la “Regla del Producto™.)

125, 5(x% + 4)*(2x)(x — 2)* + (x* + 4)°(4)(x — 2)*

126. 3(2x — 1)’(2)(x + 3)"2 + (2x — 1)’(})(x + 3) 1

127. (2% +3)717 = 3% + 3)™

128. %x71/2(3x + 4)2 — 3x1?(3x + 4)712

129. (a) Demuestre que ab = 3[(a + b)* — (a* + b?)].
(b) Demuestre que (a® + b*)* — (a* — b*)* = 4a*b>.
(¢) Demuestre que

(a@® + b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)?

(d) Factorice por completo: 4a’c?* — (a®> — b* + )2

130. Verifique las férmulas especiales de factorizaciéon 4 y 5 al ex-
pandir sus lados derechos.

APLICACIONES

131. Volumen de concreto Se construye una alcantarilla con
grandes capas cilindricas vaciadas en concreto, como se mues-
tra en la figura. Usando la férmula para el volumen de un ci-
lindro dada al final de este libro, explique por qué el volumen

de la capa cilindrica es

V = wR*h — wr’h

Factorice para demostrar que

V = 2r - radio promedio - altura - grosor

Use el diagrama “desenrollado” para explicar por qué esto
tiene sentido geométricamente hablando.
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132.

Podar un campo Cada semana, un campo cuadrado de
cierto parque estatal es podado alrededor de los bordes. El
resto del campo se mantiene sin podar para que sirva como
habitat para aves y animales pequefios (vea la figura). El
campo mide b pies por b pies, y la franja podada es de x pies
de ancho.

(a) Explique por qué el drea de la parte podada es b*> — (b —
2x)°.

(b) Factorice la expresion de la parte (a) para demostrar que
el area de la parte podada también es 4x(b — x).

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

133.

134.

Grados de sumas y productos de polinomios
Forme varios pares de polinomios y, a continuacion, calcule la
suma y producto de cada par. Con base en sus experimentos y
observaciones, conteste las siguientes preguntas.

(a) (Coémo estd relacionado el grado del producto con los gra-
dos de los polinomios originales?

(b) (Coémo esta relacionado el grado de la suma con los gra-
dos de los polinomios originales?

El poder de las formulas algebraicas Use la férmula
de una diferencia de cuadrados para factorizar 17° — 16%. N6-
tese que es fécil calcular mentalmente la forma factorizada
pero no es tan facil calcular la forma original en esta forma.
Evaltie mentalmente cada expresion:

(a) 5282 — 5277

(b) 122% — 1207

(¢) 1020%> — 10107

A continuacién, use la férmula de productos notables
(A+B)A—-B)=4A>-B

para evaluar mentalmente estos productos:

(d) 79 -51
(e) 998 - 1002

135.

136.

137.

xt+

En este proyecto descubrimos interpretaciones geométricas de
algunas féormulas de productos notables. El lector puede hallar el
proyecto en el sitio web del libro: www.stewartmath.com

Diferencias de potencias pares

(a) Factorice por completo las expresiones: A* — B*y A® — B°.

(b) Verifique que 18,335 = 12* — 7*y que 2,868,335 =
126 — 76,

(¢) Use los resultados de las partes (a) y (b) para factorizar
los enteros 18,335 y 2,868,335. A continuacién demuestre
que en estas dos factorizaciones todos los factores son nu-
meros primos.

Factorizacion de A” — 1 Verifique estas férmulas al ex-
pandir y simplificar el lado derecho.

A-1=A-1)A+1)
A-1=A-1)A+A+1)
A-1=A-1)A+A2+A+1)

Con base en el patrén mostrado en esta lista, ;cémo piensa us-
ted que serfa posible factorizar A> — 1? Verifique su conjetura.
Ahora generalice el patrén que haya observado para obtener
una férmula de factorizacion para A" — 1, donde n es un en-
tero positivo.

Factorizacion de x* + ax> + b A veces se puede factori-
zar con facilidad un trinomio de la forma x* + ax® + b. Por
ejemplo,

xt+ 34 =P+ 4P -1)
Pero x* + 3x* + 4 no se puede factorizar asi. En cambio, po-
demos usar el siguiente método.

Sume y

2 _ .4 2 _ 2
3x7+4=x"+4x"+4) —x reste 2
Factorice el

_ (2 2 2
(" +2)" —x cuadrado perfecto

Diferencia de

- [(XZ +2) - x][(x2 +2) + x] cuadrados

=(x2*x+2)(x2+x+2)

Factorice lo siguiente, usando cualquier método apropiado.
(@ x*+x>2-2

() x* +2x2+9

(©) x*+4x* + 16

@ x*+2x2+1

PROYECTO DE
D]V ASNN(O Visualizacion de una formula
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1.4 EXPRESIONES RACIONALES

Expresion Dominio
1 fxlx #0)
- x| x
X
Vax {x|x=0}
1
W {x ‘ x> 0}

Dominio de una expresién algebraica P Simplificacion de expresiones
racionales P> Multiplicacién y divisién de expresiones racionales B> Sumay
resta de expresiones racionales P> Fracciones compuestas P Racionalizacién
del denominador o el numerador P> Evitar errores comunes

El cociente de dos expresiones algebraicas se denomina expresion fraccionaria. A conti-
nuacién veamos algunos ejemplos:

2x Vx + 3 y—2
x—1 x+1 y2 + 4

Una expresion racional es una expresion fraccionaria donde el numerador y el denomina-
dor son polinomios. Por ejemplo, las siguientes son expresiones racionales:

2x X x> —x
x— 1 x2+1 x2—=5x+6

En esta seccion aprendemos a ejecutar operaciones algebraicas de expresiones racionales.

V Dominio de una expresion algebraica

En general, una expresion algebraica puede no estar definida para todos los valores de la
variable. El dominio de una expresion algebraica es el conjunto de nimeros reales que se
permite tenga la variable. La tabla al margen de esta pagina da algunas expresiones basicas
y sus dominios.

EJEMPLO 1 | Hallar el dominio de una expresién

Encuentre los dominios de las siguientes expresiones.

X Vx
I (©)
x“—5x+6 x—35

(@) 2x* +3x — 1 (b)

SOLUCION

(a) Este polinomio esta definido para toda x. Entonces, el dominio es el conjunto R de
ndmeros reales.

(b) Primero factorizamos el denominador.

x _ x
x2=5x+6 (x—2)(x—3)

El denominador seria O si
x=20x=3

Como el denominador es cero cuando x = 2 o 3, la expresion no estd definida para es-
tos ndmeros. El dominio {x|x # 2y x # 3}.

(¢) Para que el numerador esté definido, debemos tener x = 0. Tampoco podemos dividir
entre 0, de modo que x # 5.

Asegurese de tener x = 0 Vx

para tomar la raiz cuadrada El denominador

x =35 serfa0six =5

Entonces, el dominio es {x|x =0y x # 5}.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |
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@ No podemos cancelar las x* en

x? =1

-
xX°+x—

5 porque x* no es un factor.

V Simplificacion de expresiones racionales

Para simplificar expresiones racionales, factorizamos el numerador y el denominador y
usamos la siguiente propiedad de fracciones:

Esto nos permite cancelar factores comunes del numerador y el denominador.

EJEMPLO 2 | Simplificacién de expresiones racionales por
cancelacion

2
. . -1
Simplifique: -
X2 +x—2
SOLUCION
21 (- e+ ) |
2 = Factorice
x>+x—-2 (x—1)x+2)
x+1
= Cancele factores comunes
x+2
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 17 |

o o

V Multiplicacidn y division de expresiones racionales

Para multiplicar expresiones racionales, usamos la siguiente propiedad de fracciones:

>
33

Tla

Esto dice que para multiplicar dos fracciones multiplicamos sus numeradores y multiplica-
mos sus denominadores.
EJEMPLO 3 | Multiplicacién de expresiones racionales

x>+ 2x—3 3x+ 12
x>+ 8 +16 x—1

Ejecute la multiplicacién indicada y simplifique:

SOLUCION Primero factorizamos.
x2+2x—3 3x+ 12 (x—1)x+3) 3x+4)
xX>+8&+16 x-—1 (x + 4)? x—1
3(x — D)(x + 3)(x + 4)

= Propiedad de fracciones

(x — D)(x + 4)?

Factorice

— M Cancele factores
x+4 comunes
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 25 [ |

Para dividir expresiones racionales, usamos la siguiente propiedad de fracciones:

oy | >
dF

| >
Qo

Tla




@ Evite hacer el siguiente error:
A A A

B+CNB C

Por ejemplo, si hacemos A = 2,
B =1y C =1, entonces vemos el
error:

2 2 2
22—+ —
1 +1 1 1
2
—22+2
2
1 24 Error!
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Esto dice que para dividir una fraccién entre otra fraccion, invertimos el divisor y multipli-
camos.

EJEMPLO 4 | Division de expresiones racionales
Ejecute la division indicada y simplifique:

x—4 .x2—3x—4

x2—4Tx2+5x+6

SOLUCION
x— 4 ;x2—3x—4_ x—4 x> +5x+6
x2—4 x2+5x+6 x*—4 x*—3x—4
B (x = Hx + 2)(x + 3)
= 2)(x + 2)(x — A)(x + 1)

Invierta y multiplique

Factorice

_ x+3 Cancele factores
x—=2)x+1) comunes
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |

V Suma y resta de expresiones racionales

Para sumar o restar expresiones racionales, primero encontramos un denominador comtin
y a continuacién usamos la siguiente propiedad de fracciones:

Aun cuando funcionard cualquier denominador comtn, es mejor usar el minimo comin
denominador (MCD) como se explica en la Seccién 1.1. E1 MCD se encuentra al factorizar
cada denominador y tomar el producto de los distintos factores, usando la potencia superior
que aparezca en cualquiera de los factores.

EJEMPLO 5 | Sumary restar expresiones racionales
Ejecute las operaciones indicadas y simplifique:

x 1 2
(b) C(x+1)?

(a) 3+

x—1 x+2 x2 =1

SOLUCION
(a) Aqui el MCD es simplemente el producto de (x — 1)(x + 2).

3 + * 3(x +2) x(x — 1) Escriba fracciones
x—1 x+2 (x — 1)(x +2) (x = 1)(x + 2) usando el MCD
3x+6+x—x S e
= Sume fracciones
x—=Dx+2)
_ x*+2x+6 Combine los términos

del numerador

(x—=1)(x+2)
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(b) EIMCDde x2— 1 =(x — )(x + 1)y (x + 1)?es (x — 1)(x + 1)

1 2

1 2

x2—1

(x + 1)?

- Factori
(- D+ @rnp 0

_ (x+1) = 2(x—1) Combine fracciones
(x _ 1)(x + 1)2 usando el MCD

x+1—-—2x+2

(x = 1)(x + 1)2

_ 3-x Combine los términos
(x _ 1)(x + 1)2 del numerador

Propiedad Distributiva

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 43 Y 45

V Fracciones compuestas

Una fraccion compuesta es una fraccion en la que el numerador, el denominador, o ambos,

son expresiones fraccionarias.

EJEMPLO 6 | Simplificaciéon de una fraccion compuesta

X
- +1
Simplifique:
y
1_7
X
SOLUCION 1

Combinamos los términos del numerador en una sola fraccién. Hace-

mos lo mismo con el denominador. A continuacién invertimos y multiplicamos.

LAS MATEMATICAS EN EL DO MODERNO

E

Codigos para corregir
errores
Las imdgenes enviadas por la
nave Pathfinder (Explorador)
desde la superficie de Marte
el 4 de julio de 1997, eran
asombrosamente claras. Pero
pocas personas que vieron
estas imagenes estaban cons-
cientes de las complejas ma-
tematicas utilizadas para lo-
grar esta hazafa. La distancia
a Marte es enorme, y el ruido de fondo (o estética) es muchas veces mas
fuerte que la senal original emitida por la nave espacial. Entonces,
cuando los cientificos reciben la sefal, esta llena de errores. Para obtener
una imagen clara, los errores deben hallarse y corregirse. Este mismo pro-
blema de errores se encuentra en forma rutinaria en la transmision de re-
gistros bancarios cuando una persona usa un cajero automatico o de voz
cuando habla por teléfono.

Para entender la forma en que los errores se localizan y corrigen, pri-
mero debemos entender que para transmitir imagenes o texto los trans-
formamos en bits (los digitos 0 o 1; vea pagina 30). Para ayudar al re-

?ﬂ-

i s
I < I

Cortesfa de NASA

X x+y
|
y oy xty x
|2 TV y x—y
X X
_x(x+y)
yx =)

ceptor a reconocer errores, el mensaje se “codifica” al insertar bits
adicionales. Por ejemplo, suponga que usted desea transmitir el mensaje
“10100". Un c6digo muy sencillo es como sigue: envia cada digito un mi-
ll6n de veces. La persona que recibe el mensaje lo lee en bloques de un
millén de digitos. Si el primer bloque es principalmente de nimeros 1,
concluye que es probable que usted esté tratando de transmitir un 1,y
asi sucesivamente. Decir que este cédigo no es eficiente es un poco mo-
desto; requiere enviar un millén de veces mas datos que el mensaje ori-
ginal. Otro método inserta “digitos de comprobacién”. Por ejemplo, cada
bloque de ocho digitos inserta un noveno digito; el digito insertado es 0
si hay un nimero par de nimeros 1 en el bloque y 1 si hay un nimero
impar. Por lo tanto, si un solo digito estd mal (un 0 cambiado a un 1, o vi-
ceversa), los digitos de prueba nos permiten reconocer que ha ocurrido
un error. Este método no nos dice dénde estd el error,de modo que no
podemos corregirlo. Los modernos cédigos que corrigen errores usan
interesantes algoritmos matematicos que requieren insertar relativa-
mente pocos digitos pero permiten al receptor no sélo reconocer erro-
res, sino también corregirlos. El primer codigo corrector de errores fue
inventado en la década de 1940 por Richard Hamming en el MIT.Es inte-
resante observar que el idioma inglés tiene un mecanismo corrector de
errores ya integrado; para probarlo, trate de leer esta oraciéon cargada

de errores: Gve mo libty ox biv ne deth.
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SOLUCION 2  Encontramos el MCD de todas las fracciones en la expresién y, a conti-
nuacién, lo multiplicamos por el numerador y denominador. En este ejemplo, el MCD de
todas las fracciones es xy. Por lo tanto

X X
S+l S+

y _y Xy Multiplique numerador y
: y - | y ’ Xy denominador por xy
X X
x*+ Xy o
=— Simplifique
Xy =y
x(x +y)
= Factorice
yr = y)
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 59 'Y 61 |

Los siguientes dos ejemplos muestran situaciones en calculo que requieren la capacidad
para trabajar con expresiones fraccionarias.

EJEMPLO 7 | Simplificacion de una fraccion compuesta
1 1

a+h a

Simplifique:

SOLUCION  Empezamos por combinar las fracciones del numerador usando un deno-
minador comun.

1 1 a—(a+h)
a+h a a(a + h) Combine fracciones del numerador
h h
_ a—(a+th) Propiedad 2 de fracciones (invierta

1
a(a + h) Z divisor y multiplicar)

a—a—h 1 . S
=—Q"— Propiedad Distributiva
ala+h) h
__h 1 Simplifi
aatn)n implifique
_ —1 Propiedad 5 de fracciones
- a(a + h) (cancele factores comunes)
“ (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |

EJEMPLO 8 | Simplificaciéon de una fraccién compuesta

(1 +x2) = x*(1 +xH)71”

1+ x2

Simplifique:

SOLUCION 1  Factorice (1 + x*)'* del numerador.

(1 + x2)1/2 _ x2(] + x2)—1/2 3 (1 + x2)—1/2[(1 + x2) _ xz]

Factorice la potencia de 1 + x* con el 1+ x> 1+ x2
exponente mds pequerio, en este caso N—1/2
1+ _ (I+x%)"" 1

1+ x2 (1+ x2)3/2
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La Férmula 1 de Productos Notables es
(A+B)A—B) =A"— B

La Férmula 1 de Productos Notables es
(A+B)YA—B)=A>— B

SOLUCION 2 Como (1 + x*)~"* = 1/(1 + x*)"* es una fraccién, podemos eliminar
todas las fracciones al multiplicar numerador y denominador por (1 + )2

(1 + x2)1/2 _ x2(1 + x2)71/2 (1 + x2)1/2 _ x2(1 + x2)71/2 (1 + x2)1/2

1+ x2 1+ x2 (1 + x2)”2
(1 +x?) —x? 1
1+ - (1 + x%)¥2
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 77 |

V¥ Racionalizacion del denominador o el numerador

Si una fraccién tiene un denominador de la forma A + BVC, podemos racionalizar el
denominador al multiplicar numerador y denominador por el radical conjugado A — B\V/C.
Esto funciona bien, por la formula 1 de productos notables de la Seccién 1.3, el producto
del denominador y su radical conjugado no contienen radical:

(A+BVC)A—-BVC)=A>-BC

EJEMPLO 9 | Racionalizacion del denominador
b
1+V2

SOLUCION  Multiplicamos numerador y denominador por el radical conjugado de

1+ \ﬁ,queesl - V2.

1 _ 1 1—V2 Multiplique numerador
1+V2 T+ \fZ 1 —V2 y denominador por el

radical conjugado

Racionalizacién del denominador:

- V2 Férmula 1 de product
= =5 ormula € productos
1> - (\ﬁ)z notables
1-V2 1-V2
1 -2 -1
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 81 [ |

EJEMPLO 10 | Racionalizacién del numerador

. . V4 +h—2
Racionalice el numerador: o
SOLUCION  Multiplicamos numerador y denominador por el radical conjugado
V4 + h + 2.
N4+ h—2 VA +h—2 VA+h+2 Multiplique numerador
= . y denominador por el
h h V4 +h+2 radical conjugado
(VA + ) — 22 1
= Férmula 1 de Productos
h( V4 + h + 2) Notables
4+ h—-4
V4 +h+2)
h 1 Propiedad 5 de fracciones

= h(\/m + 2) = A+ h+2 (cancele factores comunes)

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 87 |
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V Evitar errores comunes

No cometa el error de aplicar propiedades de la multiplicacién a la operacién de adicidn.
Muchos de los errores comunes en dlgebra son por esta razén. La tabla siguiente indica
varias propiedades de la multiplicacion e ilustra el error al aplicarlas a la adicion.

Propiedad correcta de multiplicacién | Error comin con la adicién

(a-b)* =a*b*

Va-b=VaVb (a,b=0)
Va*-b*=a-b (a,b=0)

(a +b)* = a*+ b

Va+bz Va+ Vb
Va>+b*=a+b

rir_ 1 1, 1y 1
ab a-b a bha+b
ab a+ b
= < p

a

a'-b'=(a-b)"! a'+b "= (a+b)"!

Para verificar que las ecuaciones de la columna derecha estdn en error, simplemente
sustituya los nimeros a y b y calcule cada lado. Por ejemplo, si tomamosa =2y b = 2en
el cuarto error, encontramos que el lado izquierdo es
1 1

—t+o=1

1
+ — =
b 2 2

Q=

mientras que el lado derecho es

1 1 1

a+b 2+2 4

Como 1 # i, la ecuacion indicada esta en error. Del mismo modo, el lector debe conven-
cerse del error en cada una de las otras ecuaciones. (Vea Ejercicio 105.)

CONCEPTOS
1. De lo siguiente, ;cudles son expresiones racionales?
3x Vx + 1
(a) (b)
P -1 2x + 3

4. Considere la expresion 12 - —
x x+1 (x+1)?
(a) ;Cuantos términos tiene esta expresion?
x(@—1) (b) Encuentre el minimo comutn denominador de todos
x+3 los términos.
(c) Ejecute la adicion y simplifique.

2. Para simplificar una expresion racional, cancelamos factores

que son comunes al y . Por tanto, la expresion
HABILIDADES
(x+ Dx+2) .. iy
— 5-12 m Encuentre el dominio de la expresion.
(x +3)(x+2) 5 . R
] ] 5. 4x° — 10x + 3 6. —x"+x7 + 9x
se simplifica a ; et 1 . 22 _ 5
- . . - x4 " 3+6
3. Para multiplicar dos expresiones racionales, multiplica-
9. Vx +3 10 N
mos sus y multiplicamos sus . Por ) V-1
2
tanto, es lo mismo que R s 1 12. Vi

x+1‘x+3

x + 1
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4
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13-22 m Simplifique la expresion racional.

13.

15.

7.

19.

21.

3x +2)(x — 1)

6(x — 1)2
x—2
x> —4
x>+ 6x+8
x>+ 50+ 4
4y
v -1
2% — x? — 6x

2x2—Tx+ 6

4x*—1)
2(x + 2)(x — 1)
x2—x—2

x? =1
x?—x—12
X2+5x+6
y2 =3y — 18
2y2 + 5y + 3
1 —x?

=1

14.

16.

18.

20.

22,

23-38 m Ejecute la multiplicacion o division y simplifique.

23.

25,

27.

29.

30.

31,

32.

33.

34.

35.

37.

4x x+2 x>—25 x+4
3 . 24. — .
x°—4 16x x>—=16 x+5
X=2x—15 x+3 xX>+2x—3 3—x
5 . 26. — .
x*—9 x—35 x*—2x—3 3+x
t—3 t+3 X=x—6 X+ x?
2 ) 28. 2 2
t“+9 -9 x°+ 2x x*—2x—3
XH+Tx+12 xX>+5+6
x2+3x+2 x4+ 6x+9
X2+ 2xy +y2 2x2 —xy — y?
X2 —y? = xy — 22
x+3 X +Tx+12
43 -9 270+ 7x— 15
2x + 1 ;6x2—x—2
22+ x—15
2x2+3x+1;x2+6x+5
+2x—15 2x*—Tx+3
4y2—9 .2y2+y—3
252 +9y — 18 Y2+ 5y—6
x° 202 —3x—2
+ 1 2 —
x 36— L
X 2x°+ 5x + 2
2+ 2x+ 1 xt+x—2
X
xly w
z y/z

39-58 m Ejecute la adicion o sustraccion y simplifique.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

X
x+3

1 2
+

x+5 x—3

2 +

x+1 x+

o N

i_*_
(x+1)? x+1

u+ 1+

u+ 1

2x—1_
x+ 4
1 1
+
x+1 x—1
x 3
x—4 x+6

40.

1

42.

4.

46. -

48. 5 - =+ =

50.

4

4

24

2 1 X
51.

x+3 2+ Tx+ 12
I 1

53. +
x+3 x2-9
2
54 5 —
x*+x—2 x"—5x+4
55%+i— 4
x x—1 x-x
1 2
56, ——

xz—x—6_x+2_x*3
1 1
x2+3x+2_x2—2x—3
1 2 3
x-i-l_(x-G-l)2 x* =1

57.

58.

59-68 m Simplifique la expresion fraccionaria compuesta.

69-74 m Simplifique la expresion fraccionaria. (Expresiones como

éstas aparecen en cdlculo.)

1 1
l+x+h 1+x x+h
69. 70.
h h
S
(x+hn)? x*

71.
h

7. (x + h)* — 7(x -Ih- h) — (x* = 7x)

2
73. \/1+<x>
1 —x?

célculo cuando se usa la “regla del cociente”.)
75, 3(x +2)%(x — 32 — (x + 2)°(2)(x — 3)
(x = 3)*
2x(x + 6)* — x*(4)(x + 6)°
(x +6)¢

76.

x + o 1+ _
59 — = 60. —<
1 1 — 1
x+ 2 c—1
x+2_x*3 x*3_x+2
-1 -2 —4 +1
«61.¥ 62.x ol
x+ 2 x+3
x_Y
63. ——= 64 x — ——
1_1 X,y
x2 y2 x
-2 _ -2 -1 4l
65 N yil 66. .
+y (x+y)
67. 1 — —— 68. 1 +
1 1
1 —— 1+
X 1 +x

sl-

1 2
74. \[1 + (x3——3)
4x

75-80 m Simplifique la expresion. (Este tipo de expresion aparece en



? 4

4

4

2(1 + x)"2 = x(1 +x)7'2

J7.
x+ 1
1= 22 4 21 — 212
5, (7242 =)
1 —x
3(1 + ) — x(1 + x) %
70, ( ) ( )
(1 + x)*?
7 — 3x)2 4 3x(7 — 3x)7 12
g, (17 30"+ 37— 31)
7 — 3x
81-86 m Racionalice el denominador.
1 2
81l — 82, ———
2 -3 3-V5
2 1
83, ——— 84, ——
V2 + V7 Vax + 1
2(x —
85, ——> 86, 2 %)
V3 + Vy Vx — Vy
87-92 m Racionalice el numerador.
1 - V5 3+ V5
g L= V5 gg V3T V5
3 2
g9, Vrt+ V2 o0, VX Vxth
) 5 T hVaVx+ h

91. Vx2+1—x 92. Vx +1— Vx

93-100 m Diga si la ecuacion dada es verdadera para todos los va-
lores de las variables. (No considere ningtin valor que haga que el
denominador sea cero.)

16 + a a b b
93, =1+2 9%, =1-2
16 16 b——c c
2 1 2 +1
95. _——— 9%. —— =2
4+x 2 x y+1 'y
1 2
97. —— = 98 2(3) ==
x+y 1+y b 2b
— + + 2
99, =12 00, L L,
b b X
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102. Costo promedio Un fabricante de ropa encuentra que el
costo de producir x camisas es 500 + 6x + 0.01x* d6lares.

(a) Explique por qué el costo promedio por camisa estd dado
por la expresién racional

500 + 6x + 0.01x>
X

A

(b) Complete la tabla al calcular el costo promedio por ca-
misa para los valores dados de x.

x Costo promedio

10
20
50
100
200
500
1000

APLICACIONES

101. Resistencia eléctrica Si dos resistores eléctricos con re-
sistencias R, y R, se conectan en paralelo (vea la figura), en-
tonces la resistencia total R estd dada por

_1

1 1

P + .

R R

(a) Simplifique R de la expresion.

R =

(b) SiR, = 10 ohms y R, = 20 ohms, ;cudl es la resistencia
R total?

R

MW

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

103. Comportamiento limite de una expresién racio-
nal La expresion racional
x>—9
x—3
no estd definida para x = 3. Complete las tablas y determine a
cudl valor se aproxima la expresion cuando x se acerca mas y
mads a 3. ;Por qué es esto razonable? Factorice el numerador
de la expresion y simplifique para ver por qué.
x?=9 x*-9
x X
x—3 % = 3
2.80 3.20
2.90 3.10
2.95 3.05
2.99 3.01
2.999 3.001
104. ¢Es esto racionalizacién? En la expresion 2/Vx elimi-
narfamos el radical si fuéramos a elevar al cuadrado tanto el
numerador como el denominador. ;Esto es lo mismo que ra-
cionalizar el denominador?
105. Errores algebraicos La columna de la izquierda en la

tabla de la pagina siguiente es una lista de algunos errores al-
gebraicos comunes. En cada caso, dé un ejemplo usando nu-

meros que muestren que la férmula no es vélida. Un ejemplo
de este tipo, que muestra que un enunciado es falso, se llama
contraejemplo.
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Error algebraico

106. La forma de una expresion algebraica Una expre-

1
biva+b

@+b)P=a+b

am/an | am/n
_ 1
a 1/n .4 —
a

Contraejemplo - X ; . .\
sion algebraica puede parecer complicada, pero su “forma
1 1 1 siempre es facil; debe ser una suma, un producto, un cociente
2 + D) # 242 o una potencia. Por ejemplo, considere las expresiones si-
guientes:
x+2\° x+5
(1+x2)2+( ) (1+x)(1+ 4)
x+ 1 1+ x
5—x° 1+ x

1+ V1 + I —x

Con elecciones apropiadas para A y B, la primera tiene la
forma A + B, la segunda AB, la tercera A/B y la cuarta A'2.
Reconociendo la forma de una expresion nos ayuda a expan-
dirla, simplificarla o factorizarla correctamente. Encuentre la
forma de las siguientes expresiones algebraicas.

(@ x+./1 +% ) (1 4+ x3)(1 + x)°

1.5 ECUACIONES

1—-2VI1 +«x
(© Vx'(4x®+1 d ————
¢ x ) 1+ VI1+x?

x = 3 es una solucion de la ecuacion
4x + 7 = 19, porque sustituir x = 3
hace verdadera la ecuacion:

Solucion de ecuaciones lineales P> Solucion de ecuaciones cuadrdticas »
Otros tipos de ecuaciones

Una ecuacion es un enunciado de que dos expresiones matemdticas son iguales. Por ejemplo,
3+5=28

es una ecuacion. Casi todas las ecuaciones que estudiamos en dlgebra contienen variables,
que son simbolos (por lo general literales) que representan nimeros. En la ecuacién

dx +7 =19

la letra x es la variable. Consideramos x como la “incégnita” de la ecuacién, y nuestro ob-
jetivo es hallar el valor de x que haga que la ecuacidn sea verdadera. Los valores de la in-
cdgnita que hagan que la ecuacion sea verdadera se denominan soluciones o raices de la
ecuacion, y el proceso de hallar las soluciones se llama resolver la ecuacion.

Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones reciben el nombre de ecuacio-
nes equivalentes. Para resolver una ecuacion, tratamos de hallar una ecuacién equivalente
mads sencilla en la que la variable estd sélo en un lado del signo “igual”. A continuacién
veamos las propiedades que usamos para resolver una ecuaciéon. (En estas propiedades, A,
By C representan cualesquiera expresiones algebraicas, y el simbolo <> significa “es equi-
valente a”.)

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD
Propiedad Descripcion

1.A=B & A+C=B+C Sumar la misma cantidad a ambos lados de
una ecuacion da una ecuacion equivalente.

2. A=B < CA=CB (C#0) Multiplicar ambos lados de una ecuacién
por la misma cantidad diferente de cero da
una ecuacion equivalente.




Debido a que es importante VERIFI-
CAR SU RESPUESTA, hacemos esto
en muchos de nuestros ejemplos. En
estas pruebas, LI quiere decir “lado iz-
quierdo” y LD es “lado derecho” de la
ecuacion original.
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Estas propiedades requieren que el estudiante ejecute la misma operacion en ambos la-
dos de una ecuacion al resolverla. Entonces, si decimos “sume —7” al resolver una ecuacion,
es una forma breve de decir “sume —7 a cada lado de la ecuacién”.

V Solucion de ecuaciones lineales

El tipo mas sencillo de ecuacién es una ecuacion lineal, o ecuacién de primer grado, que es
una ecuacion en la que cada término es una constante o un multiplo diferente de cero de la
variable.

ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal en una variable es una ecuacion equivalente a una de la forma
ax +b=0

donde a y b son nimeros reales y x es la variable.

A continuacién veamos algunos ejemplos que ilustran la diferencia entre ecuaciones linea-
les y no lineales.

Ecuaciones lineales Ecuaciones no lineales

No lineal; contiene el

4 —-5=3 x2+2x=38 cuadrado de la variable
2y = % x—7 Ve —6x=0 No lineal; contiem? la raiz
cuadrada de la variable
X 3
x—6= g ; —2x=1 No lineal; contiene el

reciproco de la variable

EJEMPLO 1 | Solucién de una ecuacién lineal
Resuelva la ecuacién 7x —4 = 3x + 8.

SOLUCION  Resolvemos ésta al cambiarla a una ecuacién equivalente con todos los
términos que tenga la variable x en un lado y todos los términos constante en el otro.

Tx—4=3x+8 Ecuacién dada

(7x—4)+4=03x+38) +4 Sume 4
Tx =3x + 12 Simplifique
Tx —3x = (3x + 12) — 3x Reste 3x
4x = 12 Simplifique
i- 4x = i 12 Multiplique por &
x=3 Simplifique
x=3 x=3
x =3 LI =73) -4 LD =3(3)+8
=17 =
LI=1D v
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

En las ciencias, muchas férmulas involucran varias variables, por lo que es necesario
expresar una en términos de otras. En el siguiente ejemplo, resolvemos la ley gravitacional
de Newton para una variable.
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Esta es la Ley de Newton de Gravita-

cion Universal. Da la fuerza gravitacio-
nal F' entre dos masas m y M que estdn
a una distancia r entre si. La constante G

es la constante universal de gravitacion.

w

FIGURA 1 Una caja rectangular
cerrada

Ecuaciones cuadraticas

x2=2x—8=0
3x + 10 = 4x2

1.2 1 1
7X +§X 6_0

EJEMPLO 2 | Solucién para una variable en términos de otras

Despeje M de la ecuacion siguiente.

mM
F=G—"7%
,
SOLUCION Aun cuando esta ecuacion contiene mas de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar M en un lado, tratando a las otras variables como si fueran nimeros.

Gm )
F=\— M Factorice M del lado derecho
r
<r2>F = (r2> (Gm)M Multipli I reciproco de 2"
Gm Gm 2 ultiplique por el reciproco de e
rF Simplifi
Gm implifique
. r’F
La soluciénes M = —.
Gm
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 29 [ |

EJEMPLO 3 | Despejar una variable en términos de otras

El 4rea superficial A del rectdangulo cerrado que se muestra en la Figura 1 puede calcularse
a partir de la longitud /, el ancho w y la altura /& de acuerdo con la férmula

A =2lw + 2wh + 2lh
Despeje w en términos de las otras variables de esta ecuacién.

SOLUCION Aun cuando esta ecuacion contiene mas de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar w en un lado, tratando las otras variables como si fueran nimeros.

A = (2lw + 2wh) + 2lh  Retina términos que contengan w

A — 2lh = 2lw + 2wh Reste 21h
A —2ih = (2] + 2h)w Factorice w del lado derecho
A — 2lh o
o =w Divida entre 2/ + 2h
21 + 2h

La solucis A —2lh

asolucibnes w = - == .
® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 n

V Solucion de ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones lineales son ecuaciones de primer grado como 2x + 1 = 504 —3x = 2. Las
ecuaciones cuadrdticas son ecuaciones de segundo grado como x* + 2x —3 = 0 0 2x* +
3 =5x

ECUACIONES CUADRATICAS
Una ecuacion cuadratica es una ecuacién de la forma
ax’+bx+c=0

donde a, by ¢ son nimeros reales con a # 0.




VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

x =3
(3)2+5(3)=9+15=24 v
x = —8:

(—8)2+5(—8) =64 —40 =24 ¢/
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Algunas ecuaciones cuadraticas pueden resolverse al factorizar y usar las siguientes propie-
dades bésicas de nimeros reales.

PROPIEDAD DE PRODUCTO CERO
AB =0 siy sélo si A=0 o B=0

Esto significa que si podemos factorizar el lado izquierdo de una ecuacién cuadratica (o de
otro grado), entonces podemos resolverla igualando a 0 cada factor a la vez. Este método
funciona sélo cuando el lado derecho de la ecuacién es 0.

EJEMPLO 4 | Solucién de una ecuacién cuadratica por
factorizacién
Resuelva la ecuacién x* + 5x = 24.

SOLUCION  Primero debemos reescribir la ecuacion de modo que el lado derecho sea 0.
x>+ 5x =24
x24+5x—-24=0 Reste 24
(x—=3)x+8)=0 Factorice

x—3=0 0 x+8=0 Propiedad de Producto Cero
x=3 x= -8 Resuelva
Las soluciones son x = 3y x = —8.
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 |

(Ve usted por qué un lado de la ecuacion debe ser O en el Ejemplo 4? Factorizar la ecua-
cién como x(x + 5) = 24 no nos ayuda a encontrar soluciones, porque 24 se puede factori-
zar en un nimero infinito de formas, por ejemplo 6+ 4, 3 - 48, (—%) - (—60), etcétera.

Una ecuacién cuadritica de la forma x> — ¢ = 0, donde ¢ es una constante positiva, se
factoriza como (x — Ve )(x + Ve) = 0, de modo que las soluciones son x = Vcy
x = —Ve. Con frecuencia abreviamos esto como x = *Vc.

SOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA SENCILLA

Las soluciones de la ecuacién x> = csonx = Ve y x = —Ve.

EJEMPLO 5 | Solucion de ecuaciones cuadraticas sencillas
Resuelva las siguientes ecuaciones.

(@) x*=5 (b) (x—4)*=5

SOLUCION

(a) Del principio contenido en el cuadro precedente, obtenemos x = = \/5.
(b) También podemos tomar la raiz cuadrada de cada lado de esta ecuacion.

(x—4)*=5
x—4==%V5 Tome la raiz cuadrada
x=4=V5  Sumed
Las soluciones son x = 4 + V5 y x = 4 — V5.
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 51Y 53 |
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En la pagina 30 vea como reconocer
cuando una expresion cuadratica es un
cuadrado perfecto.

Completar el cuadrado
El drea de la region azul es

b
x* + 2<§>x =x2 + bx

Sume un pequefio cuadrado de drea
(b/2)? para “completar” el cuadrado.

b
2

SIS 3

@ Cuando complete el cuadrado,

asegtirese que el coeficiente de x” sea 1.

Si no lo es, se debe factorizar este co-
eficiente de ambos términos que con-
tengan x:

2 2 b
ax®+ bx =a| x* + —x
a
A continuacién complete el cuadrado
dentro de los paréntesis. Recuerde que
el término sumado dentro de los parén-
tesis se multiplica por a.

Como vimos en el Ejemplo 5, si una ecuacién cuadratica es de la forma (x + a? =c,
entonces podemos resolverla al tomar la raiz cuadrada de cada lado. En una ecuacién de esta
forma el lado izquierdo es un cuadrado perfecto: el cuadrado de una expresion lineal en x.
Por lo tanto, si una ecuacién cuadratica no se factoriza facilmente, entonces podemos resol-
verla usando la técnica de completar el cuadrado. Esto significa que sumamos una cons-
tante a una expresion para hacerla cuadrado perfecto. Por ejemplo, para hacer que x* — 6x
sea cuadrado perfecto, debemos sumar 9 porque x* — 6x + 9 = (x — 3)°.

COMPLETAR EL CUADRADO

2
Para hacer que x> + bx sea un cuadrado perfecto, sume <2> , que es el cuadrado

de la mitad del coeficiente de x. Esto da el cuadrado perfecto.

2 2
x2+bx+<b>=(x+b>
2 2

EJEMPLO 6 | Resolver ecuaciones cuadraticas completando

el cuadrado
Resuelva lo siguiente.

@ x>2—8 +13=0 () 3x>—12x+6=0

SOLUCION
(@ x>—8 +13=0 Ecuacién dada
x?—8x=—13 Reste 13
x2—8 +16=—-13+ 16 Complete el cuadrado: sume<%8>2 =16
(x—4)>=3 Cuadrado perfecto
x—4=+V3 Tome la raiz cuadrada

x=4*V3

(b) Después de restar 6 de cada lado de la ecuacién, debemos factorizar el coeficiente de x”
(el 3) del lado izquierdo para poner la ecuacion en la forma correcta para completar el
cuadrado.

Sume 4

32— 12x+6=0

Ecuacion dada
32— 12x = —6 Reste 6

3(x? — 4x)

-6 Factorice 3 del lado izquierdo

Ahora completamos el cuadrado al sumar (—2)* = 4 dentro de los paréntesis. Como
todo dentro de los paréntesis estd multiplicado por 3, esto significa que en realidad es-
tamos sumando 3 - 4 = 12 al lado izquierdo de la ecuacién. Entonces, también debe-
mos sumar 12 al lado derecho.

3x* —4x+4)=—-6+3-4

Complete el cuadrado: sume ¢

3x—2)=6 Cuadrado perfecto
(x—2)2=2 Divida entre 3
x—2=%*V2 Tome la raiz cuadrada
x=2*V2 Sume 2

© _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 55 Y 59 |
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FRANCOIS VIETE (1540-1603) tuvo
una exitosa carrera politica antes de
dedicarse a las matematicas en los ulti-
mos anos de su vida. Fue uno de los
mas afamados matematicos franceses
del siglo xvi.Viete introdujo un nuevo
nivel de abstraccion en algebra al usar
letras para representar cantidades co-
nocidas en una ecuacion. Antes de la
época de Viete, cada ecuacion tenia
que ser resuelta por si misma. Por
ejemplo, las ecuaciones cuadréticas

3+ 2x+8=0
5% —6x+4=0

tenian que ser resueltas por separado
completando el cuadrado. La idea de
Viéte era considerar todas las ecuacio-
nes cuadraticas a la vez escribiendo

ax’+bx+c=0

donde a, by c eran cantidades conoci-
das. De este modo, él hizo posible escri-
bir una férmula (en este caso, la formula
cuadrética) con g, by c que pueden
usarse para resolver todas esas ecua-
ciones en un solo golpe.

El genio matematico de Viete re-
sulté ser sumamente valioso durante
una guerra entre Francia y Espafia. Para
comunicarse con sus tropas, los espa-
Aoles utilizaban un complicado cédigo
que Viéte se arregld para descifrarlo.
Sin saber el logro de Viete, el rey espa-
ol Felipe Il protestd ante el Papa, di-
ciendo que los franceses estaban
usando brujeria para leer los mensajes
de los espanioles.

Otro método

42+ 12x+9=0

(2x+3)*=0
2x+3=0
=3
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Podemos usar la técnica de completar el cuadrado para obtener una férmula para las
raices de la ecuacién cuadratica general ax* + bx + ¢ = 0.

LA FORMULA CUADRATICA

Las raices de la ecuacién cuadratica ax?> + bx + ¢ = 0, donde a # 0, son

_ —b=* \Vb* — 4ac

T 2a

DEMOSTRACION  Primero, dividimos entre a cada lado de la ecuacién y pasamos la
constante al lado derecho, obteniendo
b

) c
X"+ —x=—-——
a a

Divida entre a

A continuacién completamos el cuadrado al sumar (b/2a)2 a cada lado de la ecuacion:

(8- ()
* ax 2a a 2a

( +b)2_—4ac+b2
* 2a 4q*

b 2
Complete el cuadrado: sume <?>
a

Cuadrado perfecto

b \Vb* — dac )
X+ —=*=—— Tome la raiz cuadrada
2a 2a
—b += Vb* — dac b
X = Reste
2a 2a =

La férmula cuadratica podria usarse para resolver las ecuaciones de los Ejemplos 4 y 6.
El lector debe realizar los detalles de estos célculos.

EJEMPLO 7 | Uso de la férmula cuadratica

Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones siguientes.

(@ 3x2—5x—1=0 (b) x>+ 12x+9=0 (€ x>+2x+2=0

SOLUCION

(a) En esta ecuacién cuadriticaa =3, b= —5yc = —1.

Por la féormula cuadratica,

—(=5) = V(=5 —43)(-1) _ 5+ V37
x = =
2(3) 6
Si se desean aproximaciones, podemos usar una calculadora para obtener
5+ V37 5— V37
X=——e ~ 1.8471 y X= e ~ —0.1805

(b) Usando la férmula cuadriticacona = 4,b = 12y ¢ = 9 dard

122 V(12)2 - 4-4-9

2.4 8

PSR 2 -z 3
Esta ecuacion tiene s6lo una solucioén, x = — 2-

-12+0 3




50 CAPITULO 1 | Fundamentos

Esta formula depende del hecho de que
la aceleracién debida a la gravedad es
constante cerca de la superficie terres-
tre. Aqui despreciamos el efecto de la
resistencia del aire.

(¢) Usando la férmula cuadrdtica, cona = 1, b = 2y ¢ = 2 resulta
-2 * 22—4-2_ —2*+*xV-4 -2x2V-1
2 B 2 B 2 B

Como el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo, V. —1 no estd definido en
el sistema de nimeros reales. La ecuacién no tiene solucion real.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 65,69 Y 75 |

-1 *=vVv-l

X =

En la Seccién 3.5 estudiamos el sistema de nimeros complejos, en el que existen las
raices cuadradas de nimeros negativos. La ecuacién del Ejemplo 7(c) tiene soluciones en el
sistema de nimeros complejos.

La cantidad b* — 4ac que aparece bajo el signo de raiz cuadrada en la férmula cuadratica
se denomina discriminante de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0y estd dada por el simbolo D.
Si D < 0, entonces \/b> — 4ac no esta definida y la ecuacién cuadratica no tiene solucién
real, como en el Ejemplo 7(c). Si D = 0, entonces la ecuacién tiene s6lo una solucién real,
como en el Ejemplo 7(b). Por dltimo, si D > 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones
reales distintas, como en el Ejemplo 7(a). El recuadro siguiente resume estas observaciones.

EL DISCRIMINANTE

El discriminante de la ecuacién cuadritica ax®> + bx + ¢ = 0 (a # 0) es
D = b? — 4ac.

1. Si D > 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.

2. Si D = 0, entonces la ecuacidn tiene exactamente una solucién real.

3. Si D < 0, entonces la ecuacion no tiene solucion real.

EJEMPLO 8 | Uso del discriminante
Use el discriminante para determinar cudntas soluciones reales tiene cada ecuacién.

(@ x>+4x—-1=0 (b) 42— 12x+9=0 (€) 3x? —2x+4=0

SOLUCION

(a) Eldiscriminante es D = 4> — 4(1)(—1) = 20 > 0, por lo cual la ecuacién tiene dos
soluciones reales distintas.

(b) El discriminante es D = (— 12)2 —4-4-9 = 0, por lo cual la ecuacién tiene una so-

lucioén real.

(¢) Eldiscriminante es D = (—2)* — 4(%)4 = —3 < 0, por lo cual la ecuacién no tiene

solucion real.
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A continuacién consideremos una situacion real que puede ser modelada por una ecua-
cioén cuadratica.

EJEMPLO 9 | Trayectoria de un proyectil

Un objeto lanzado o disparado verticalmente hacia arriba a una velocidad inicial v, pies/s alcan-
zard una altura de / pies después de ¢ segundos, donde / y 7 estan relacionadas por la férmula

h =-168 + vt
Suponga que se dispara una bala verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 800
pies/s. Su trayectoria se ilustra en la Figura 2.
(a) (Cuéndo caerd la bala al nivel del suelo?
(b) (Cuéndo alcanza una altura de 6400 pies?



descenso

o
10,000 pies
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(¢) (Cuéndo alcanza una altura de 2 millas?
(d) ;Cudl es la altura del punto mds alto al que llega la bala?

SOLUCION Como la velocidad inicial en este caso es v, = 800 pies/s, la férmula es
h = -167 + 800¢

(a) El nivel del suelo corresponde a 7 = 0, de modo que debemos resolver la ecuacién
0= —16¢> + 800t Hagah =0
0= —16¢(t — 50) Factorice

Por lo tanto, t = 0 o t = 50. Esto significa que la bala arranca (+ = 0) al nivel del
suelo y regresa a éste después de 50 segundos.

(b) Haciendo & = 6400 da la ecuacién
6400 = —16¢t> + 800t  Hagah = 6400

16£2 — 8007 + 6400 = 0 Todos los términos
al lado izquierdo
12— 50t + 400 = 0 Divida entre 16
(t—10)(r —40) =0 Factorice
t=10 or t =40 Resuelva

La bala llega a 6400 pies después de 10 s (en su ascenso) y otra vez después de 40 s
(en su descenso a tierra).

(¢) Dos millas es 2 X 5280 = 10,560 pies.
10,560 = —16¢> + 800  Hagah = 10,560

16 — 8007 + 10,560 = 0 Todos los términos
al lado izquierdo
2 — 50t + 660 = 0 Divida entre 16
El discriminante de esta ecuacién es D = (—50)* — 4(660) = —140, que es nega-
tivo. Entonces, la ecuacién no tiene solucién real. La bala nunca llega a una altura de

2 millas.

(d) Cada altura a la que llega la bala es alcanzada dos veces, una vez en su ascenso y una
vez en su descenso. La tinica excepcidn es el punto mds alto de su trayectoria, que se
alcanza una sola vez. Esto significa que para el valor mds alto de £, la siguiente ecua-
cién tiene s6lo una solucidn para ¢:

h = —16t* + 800t
161 — 800t + h = 0 Alterne al lado izauierdo
Esto a su vez significa que el discriminante D de la ecuacién es 0, de modo que
D = (—800)* — 4(16)h = 0
640,000 — 64h = 0
h = 10,000
La mdxima altura alcanzada es 10,000 pies.
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V Otros tipos de ecuaciones

Hasta aqui hemos aprendido a resolver ecuaciones lineales y cuadréticas. A continuacién
estudiaremos otros tipos de ecuaciones, incluyendo las que contienen potencias superiores,
expresiones fraccionarias y radicales.
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EJEMPLO 10 | Una ecuacién que contiene expresiones
fraccionarias

5 —
x+2

3
Resuelva la ecuacion T + 2.

SOLUCION  Eliminamos los denominadores al multiplicar cada lado por el minimo

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS comin denominador.

x =3
3 5
3 5 -+ x(x +2) = 2x(x + 2) Multiplique por el MCD x(x + 2)
_ 2 X x+2
LI =—+ 110
3(x 4+ 2) + 5x = 2x* + 4x Expanda
=l+l=2 8x + 6 = 2x% + 4x Expanda el lado izquierdo
LD =2 0=2x? — 4x — 6 Reste 8x + 6
LI =LD ¢ 0=x>—2x—-3 Divida entre 2 ambos lados
x=-1 0=x—=3)(x+1) Factorice
LI = 3 + > x—3=0 o x+1=0 Propiedad de Producto Cero
-1 -1 +2
x=3 x= -1 Resuelva
=-3+5=2
LD = Debemos verificar nuestras respuestas porque multiplicar por una expresién que contenga
la variable puede introducir soluciones extrafias. De Verifique sus respuestas vemos que las
LI =LD soluciones son x = 3y —1.
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 85 |

Cuando resuelva una ecuacién que contenga radicales, debe tener especial cuidado para
verificar sus respuestas finales. El siguiente ejemplo demuestra el porqué.

EJEMPLO 11 | Una ecuacién que contiene un radical
Resuelva la ecuacion 2x = 1 — V2 — x.

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

SOLUCION  Para eliminar la raiz cuadrada, primero la aislamos en un lado del signo

=

X == igual y luego elevamos al cuadrado:
LI :2(_%): —2 2x—1=-V2—x Reste 1
LD =1-V2- <_%) (2x — 1)2 =2—x Eleve al cuadrado cada lado
=1- \/% 4> —4x +1=2—x Expanda el lado izquierdo
=1-3=-1 4x> = 3x—1=0 Sume =2 + x
LI =LD Ax+ DHx—1)=0 Factorice
x=1: 4x+1=0 o x—1=0 Propiedad de Producto Cero
LI =2(1)=2 x=—; x=1 Resuelva
LD =1-V2-1 Los valores x = —4 y x = 1 son sélo soluciones potenciales. Debemos verificarlas para
=1-1=0 ver si satisfacen la ecuacién original. De Verifique sus respuestas vemos que x = —% es una
LI 1D X solucién pero x = 1 no lo es. La tinica solucién es x = —3.
® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 91 |

Cuando resolvamos una ecuacién, podemos terminar con una o mas soluciones extra-
fias, es decir, soluciones potenciales que no satisfacen la ecuacion original. En el Ejemplo
11 el valor x = 1 es una solucién extrafia. Las soluciones extrafias pueden ser introducidas
cuando elevamos al cuadrado cada lado de una ecuacién porque la operacion de elevar al
cuadrado puede convertir una ecuacion falsa en una verdadera. Por ejemplo —1 # 1, pero
(—1)* = 1% Entonces, la ecuacién elevada al cuadrado puede ser verdadera para mds
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valores de la variable que la ecuacién original. Esta es la razén por la que siempre deben
verificarse las respuestas para asegurarse que cada una de ellas satisfaga la ecuacion ori-

ginal.

Una ecuacién de la forma aW? + bW + ¢ = 0, donde W es una expresion algebraica, es
una ecuacion de tipo cuadratico. Resolvemos ecuaciones de tipo cuadratico al sustituir por
la expresion algebraica, como vemos en los siguientes dos ejemplos.

EJEMPLO 12 | Una ecuacion de cuarto grado de tipo cuadratico

Encuentre todas las soluciones de la ecuacién x* — 8x> + 8 = 0.

SOLUCION Si hacemos W = x%, entonces obtenemos una ecuacién cuadratica con la
nueva variable W:

(x*)*—8x*+8=0 Escriba x* como (x?)?
W2—8W+8=0 SeaW = x?
—(—8) = —8)2—4-8
W= (=8) 2( ) =4+2\2 Férmula cuadratica
x2=4+2V2 W= x?
x=*=V4+22 Tome raices cuadradas

Por lo tanto, hay cuatro soluciones:
V4 +2V2, V4 —2V2, -V4 +2V2, -V4-2V2
Usando una calculadora, obtenemos las aproximaciones x = 2.61, 1.08, —2.61, —1.08.
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EJEMPLO 13 | Una ecuacion con potencias fraccionarias

Encuentre todas las soluciones de la ecuacién x'* + x5 -2 = 0.

SOLUCION  Esta ecuacion es del tipo cuadritico porque si hacemos W = x", entonces
W2 = (Vo) = x1

B x_2=0

W2+ W-2=0 SeaW = x'/6
W—-1)W+2)=0 Factorice
W—-1=0 0 W+2=0 Propiedad de Producto Cero
W=1 =-2 Resuelva
x1/6: 1 x1/6: ) W:,"/(‘
x=1°=1 x = (—2)6 =064 Tome la 6a. potencia

De Verifique sus respuestas vemos que x = 1 es una solucién pero x = 64 no lo es. La
solucién es x = 1.

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

x=1: x = 64:
LIl =17 +1%-2=0 LI =647 + 6410 — 2
=4+2-2=4
LD =0 LD =0
LI =LD v LI # LD X
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Al resolver ecuaciones que contengan valores absolutos, por lo general tomamos casos.

EJEMPLO 14

Una ecuacién con valor absoluto

Resuelva la ecuacién | 2x — 5| = 3.

SOLUCION  Por la definicién de valor absoluto, | 2x — 5| = 3 es equivalente a

2x —5=3 0 2x —5=-3
2x = 8 2x =2

x=4 x=1

Las soluciones son x = 1, x = 4.
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1.5 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. ;Verdadero o falso?

(a) Sumar el mismo nimero a cada lado de una ecuacion siem-

pre da una ecuacion equivalente.

(b) Multiplicar cada lado de una ecuacién por el mismo nu-
mero siempre da una ecuacion equivalente.

(¢) Elevar al cuadrado cada lado de una ecuacién siempre da
una ecuacion equivalente.

2. Explique cémo usaria cada método para resolver la ecuacion
X¥=4x-5=0.

(a) Por factorizacion:
(b) Completando el cuadrado:
(¢) Usando la férmula cuadratica:

3. (a) Las soluciones de la ecuacién x*(x —4) = 0 son

(b) Para resolver la ecuacién x* — 4x* = 0, el lado iz-

quierdo.
4. Resuelva la ecuacién V2x + x = 0 con los siguientes pasos.
(a) Aislar el radical:
(b) Elevar al cuadrado ambos lados:

(¢) Las soluciones de la ecuacion cuadratica resultante
son

(d) La(s) solucidn(es) que satisface la ecuacion original es
(son)

5. La ecuacién (x + 1)> = 5(x + 1) + 6 = 0 es del tipo
Para resolver la ecuacién, hacemos W = . La ecuacién
cuadratica resultante es

6. La ecuacién x* + 7x° — 8 = 0 es del tipo
Para resolver la ecuacion, hacemos W =

La ecuacion cuadratica resultante es

HABILIDADES

7-10 m Determine si el valor dado es una solucién de la ecuacion.

7.4x+7=9x—3
(a) x= -2 (b) x=2

8 1-[2-B3-x)]=4x—(6+x)

(a x=2 (b) x=4

1 1 x3/2
il 10. " =x-8

(a x=2 (b) x=4 (a x=4 (b) x=28

11-28 m La ecuacién dada es lineal o equivalente a una ecuacién
lineal. Resuelva la ecuacion.

11. 2x + 7 =31 12. 5x =3 =4
13. jx — 8 =1 4.3 +1x=5
® a5 ~Tw=15—2w 16. 5t — 13 =12 — 5
| | z 3
L2y —2=3 L=z +
17. 5y — 2 =3y 18 5 102 7
19. 2(1 —x) = 3(1 + 2x) + 5
2 1 y+1
20 Sy +—(y—3)="——
3y 50 =3) 2
+1
2ox—tx—lx—5=0 2 oaw-+ -6
2 4
3 oty 2, 2211
“x 3x Tx4+2 5
s> _L_ 1 ) F T S
x+ 1 2 3x+3 x—1 x+1 x*—-1
+5
27. (1— 42 = (1 +4)?+32 28 V3x+ VI =x\@

29-42 m De las siguientes ecuaciones, despeje la variable indicada.

M
& 29. PV = nRT; despeje R 30. F= Gmfz; despeje m
r



L 4

? 4

4

4

4

4

L 4

4

? 4

4

24

L 4

4

1 1 1
31. P=2] + 2w; despejew 32. —=—+ —; despeje R,
R R R,
+b
33. Zj T4 = 2; despeje x
34. a —2[b—3(c —x)] =6; despeje x
35. a’x+ (a— 1) = (a + 1)x; despeje x
+ 1 -1 b+
36. ab :ab + P despeje a
12 . mM .
37. V. =3mr°h; despeje r 38. F = G—5; despejer
r
39. a®> + b*> =% despeje b
i \2
A= +— je i
40. A P(l 100) ; despeje i
L . n(n + 1) ,
41. h = 39t + vot; despejer 42. S = ?; despeje n

43-54 m Resuelva la ecuacién por factorizacion.

43. xP+x—12=0 4. x> +3x—4=0
45. x* = Tx+ 12=0 46. x>+ 8x+12=0
47. 4x* —4x—15=0 48. 2y2+ 7y +3=0
49. 3x* 4+ 5x =2 50. 6x(x — 1) =21 —x
51, 222 =8 52, 3x2-27=0

53. 3x+2)7=10 54, 2x— 1)’ =8

55-62 m Resuelva la ecuacién completando el cuadrado.
S5 X +2x—5=0 56. x> —4x+2=0
57. x> —6x—11=0 58. x> +3x—1=0
59.2¢*+8+1=0 60. 3x> —6x—1=0
6l. 4x* —x =0 62. x2=3x—4

63-78 m Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacion
cuadratica.

63. ¥ —2x—15=0 64. ¥ +5x—6=0
65. X —7x+10=0 66. x* + 30x + 200 = 0
67. 2 +x—3=0 68. 3¢ + Tx+4=0
69. 3> +6x—5=0 70. ¥ —6x+1=0
M. 2-2+5=0 72.2 —y—%=0

73. 4% + 16x — 9 =0 74. 0 = x> —4x + 1
J5. w? = 3w —1) 76. 3+52+22=0
77. 10y*> — 16y + 5= 0 78. 25x* + 70x + 49 = 0
79-84 m Use el discriminante para determinar el nimero de solu-
ciones reales de la ecuacién. No resuelva la ecuacion.

79 x2—6x+1=0 80. 3x>=06x—9

82. x> +22lx+121=0
(s >0)

81 x2+220x+121=0

83 4x? +5x + 5 =0 84. x> + rx — 5 =0

85-108 m Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacion.

g5 L1 5 12
Ty -1 x+2 4 " x x-3

+4=0
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x2 1 2
87. ——— =50 88. - — =
x + 100 x—1 x?
+ 2 + 1
go. *tO_ O L SRR

x—2 x+2 x2-4 2x+7 x+3

© 9. V2x+1+1=x 92 V5-—x+1=x-2
93.2x+ Vx+1=28 9. VVx—5+x=5
95 ¥t —13x24+40=0 96. x* —5x>+4=0
97. 2x*+4x2+1=0 98. x*—2x*-3=0
& 99 ¥ —5: +6=0 100. Vx —3Vx—4=0
101 4(x + D2 =50+ D+ (x+ 1) =0
102. x'2 + 3x 12 = 10x7 32
103. x'2 = 3x3 =34 -9 104. x —5Vx+6=0
®.105. |3x+ 5| =1 106. [2x| =3
107. |x — 4] = 0.01 108. |x — 6| = —1

&

APLICACIONES

109-110 = Problemas de cuerpos en caida Suponga que
un cuerpo se deja caer desde una altura /4, sobre el suelo. Entonces
su altura después de ¢ segundos estd dada por & = 16¢* + h, donde
h se mide en pies. Use esta informacion para resolver el problema.

109. Si una pelota se deja caer desde 288 pies sobre el suelo,
(cudnto tarda en llegar al nivel del suelo?

110. Una pelota se deja caer desde lo alto de un edificio de 96 pies
de alto.
(a) (Cuanto tardara la pelota en caer la mitad de la distancia
al nivel del suelo?
(b) (Cuanto tardard en caer el suelo?

111-112 m Problemas de cuerpos en caida Use la férmula
h = —16* + vyt que se estudia en el Ejemplo 9.

111. Una pelota se lanza directamente hacia arriba a una velocidad

inicial de v, = 40 pies/s.

(a) (Cudndo llega la pelota a una altura de 24 pies?

(b) (Cuando llega a una altura de 48 pies?

(¢) (Cual es la altura maxima alcanzada por la pelota?

(d) (Cudndo alcanza la pelota el punto mds alto de su trayec-
toria?

(e) ;Cudndo cae al suelo?

112. ;Con qué rapidez debe ser lanzada hacia arriba una pelota
para que alcance una altura méxima de 100 pies? [Sugerencia:

Use el discriminante de la ecuacién 16£* — vyt + h = 0.]

113. Contraccion en vigas de concreto A medida que el
concreto se seca, se contrae; cuanto mas alto es el contenido
de agua, mayor es la contraccién. Si una viga de concreto
tiene un contenido de agua de w kg/m®, entonces se contraerd

con un factor
_0.032w — 2.5
10,000

donde S es la fraccién de la longitud original de la viga que

desaparece debido a la contraccion.

(a) Una viga de 12.025 m de largo es vaciada en concreto que
contiene 250 kg/m® de agua. ;Cudl es el factor de contrac-
cion S? ;Qué largo tendra la viga cuando se haya secado?
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(b) Una viga mide 10.014 m de largo cuando est4 himeda. 119. Profundidad de un pozo Un método para determinar la
Deseamos que se contraiga a 10.009 m, de modo que el profundidad de un pozo es dejar caer en él una piedra, y luego
factor de contraccion sea S = 0.00050. ;Qué contenido de medir el tiempo que tarda la caida hasta que se escucha el
agua dard esta cantidad de contraccién? ruido de la piedra al tocar el agua. Si d es la profundidad del

pozo (en pies) y t, es el tiempo (en segundos) que tarda la pie-
\ dra en caer, entonces d = 16¢2, de modo que 1, = Vd/4.
Ahora, si t, es el tiempo que tarda el sonido en regresar, enton-

ces d = 1090z, porque la velocidad del sonido es 1090 pies/s.
Por lo tanto, ¢, = d/ 1090. Asi, el tiempo total transcurrido entre

St dejar caer la piedra y escuchar el ruido cuando cae es
114. La ecuacion de lentes Si F es la longitud focal de un \Vd d
lente convexo y un objeto se coloca a una distancia x desde el htth= 4 + 1090

lente, entonces su imagen estard a una distancia y del lente,
donde F, x y y estdn relacionadas por la ecuacion de lentes

1 1 1

F x vy

(Cudl es la profundidad del pozo si su tiempo total es 3 s?

Suponga que un lente tiene una longitud focal de 4.8 cm y que
la imagen de un objeto estd 4 cm mds cerca del lente que el
objeto mismo. ;A qué distancia del lente estd el objeto?

115. Poblacion de peces La poblacién de peces de cierto

lago sube y baja de acuerdo con la féormula Tiempo en Tiempo
_ _ que cae en que el
F =100030 + 17t =) la piedra: sonido sube:
Aqui F es el numero de peces en el tiempo ¢, donde ¢ se mide t = Vd 1 = -l
en afios desde el 1 de enero de 2002, cuando la poblacién de 3 =’

peces se estimé por primera vez.

(a) (En qué fecha la poblacién de peces serd otra vez la
misma de como era el 1 de enero de 2002?

(b) (Antes de qué fecha habran muerto todos los peces del lago?

116. Poblacion de peces Un gran estanque es abastecido de
peces. La poblacion P de peces estd modelada con la férmula
P =3t + 10Vt + 140, donde  es el nimero de dfas desde

que los peces fueron introducidos en el estanque. ;Cuantos DESCUBRIMIENTO = DlSCUS'ON - REDACC'ON

dias tardard la poblacion de peces en llegar a 500?

117. Utilidades Un fabricante de aparatos pequefios encuentra 120. Una familia de ecuaciones La ecuacién
que la utilidad P (en délares), generada por producir x hornos 3+ k-5=kx—-k+1
de microondas por semana, estd dada por la férmula
P = 15x (300 — x) siempre que 0 = x < 200. ;Cuéntos hor-
nos deben ser fabricados en una semana determinada para ge-
nerar una utilidad de $1250?

118. Gravedad Si un segmento imaginario de recta se traza en-
tre los centros de la Tierra y la Luna, entonces la fuerza F gra-
vitacional neta que actda sobre un objeto situado sobre este (@ x=0 (b) x=1 (€ x=2
segmento de recta es

es en realidad una familia de ecuaciones, porque para cada
valor de k obtenemos una ecuacién diferente con la incognita x.
La letra k se llama parametro para esta familia. ;Qué valor
debemos escoger para k para hacer que el valor determinado
de x sea una solucién de la ecuacién resultante?

121. ;Demostracion de que 0 = 1? Los siguientes pasos

-K 0.012K . -
F=—+ —"—o parecen dar ecuaciones equivalentes, que parecen demostrar
X (239 = x) que 1 = 0. Encuentre el error.
donde K > 0 es una constante y x es la distancia del objeto x=1 Dada

desde el centro de la Tierra, medida en miles de millas. ;A

qué distancia del centro de la Tierra estd el “punto muerto” =X Multiplique por x

donde no hay fuerza gravitacional neta que actie sobre el ob- 2—x=0 Reste x
jeto? (Exprese su respuesta a las mil millas mds cercanas.)
x(x—1)=0 Factorice
e = 1) = 0 Divida entre x — 1
x—1 x—1
X = Simplifique

1=0 Dada x =1
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123.

Volimenes de sélidos La esfera, el cilindro y el cono
que se ven a continuacioén tienen todos ellos el mismo radio r
y el mismo volumen V.

(a) Use las férmulas de volumen dadas al final de este libro,
para demostrar que

4 4 1
Sard = wr’h, y smrd = imrih,

(b) De estas ecuaciones despeje /1, y h,.

o3 A

Relacion entre raices y coeficientes La férmula cua-
dratica nos da las raices de una ecuacion cuadrética a partir de
sus coeficientes. También podemos obtener los coeficientes a
partir de sus raices. Por ejemplo, encuentre las raices de la ecua-
cién x* —9x + 20 = 0 y demuestre que el producto de las raices
es el término constante 20 y la suma de las raices es 9, el nega-

1.6 MODELADO CON ECUACIONES

124.
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tivo del coeficiente de x. Demuestre que la misma relacion entre
raices y coeficientes se cumple para las ecuaciones siguientes:
¥-2x—8=0
W +ax+2=0
Use la féormula cuadrética para demostrar que, en general, si la
ecuacién x* + bx + ¢ = 0 tiene raices r, y r,, entonces ¢ =
rry b =—(r + r).

Resolver una ecuacion en formas diferentes En
esta seccion hemos aprendido varias formas diferentes de re-
solver una ecuacion. Algunas ecuaciones pueden abordarse en
mds de un método. Por ejemplo, la ecuacién x — Vx — 2 =0
es de tipo cuadritico. Podemos resolverla haciendo Vx = u'y
x = 1, y factorizando. O bien, podriamos despejar \/x, elevar
al cuadrado cada lado y luego resolver la ecuacion cuadratica
resultante. Resuelva las siguientes ecuaciones usando ambos
métodos indicados, y demuestre que obtiene las mismas res-
puestas finales.
(@ x — Vx — 2 =0 tipo cuadritico; despeje el radical y
eleve al cuadrado
12

® s

+ 1 = 0 tipo cuadrético; multiplique
por el MCD

Construccion y uso de modelos > Problemas acerca de interés B Problemas
de drea o longitud P Problemas de mezclas P> Problemas del tiempo necesa-
rio para realizar un trabajo » Problemas de distancia, rapidez y tiempo

Numerosos problemas en ciencias, economia, finanzas, medicina y otros muchos campos se
pueden convertir en problemas de dlgebra; ésta es una razén por la que el dlgebra es tan ttil. En
esta seccién usamos ecuaciones como modelos mateméticos para resolver problemas reales.

V Construccion y uso de modelos

Usaremos las siguientes guias para ayudarnos a formular ecuaciones que modelen situacio-
nes descritas en palabras. Para demostrar la forma en que estas guias pueden ayudar a formu-
lar ecuaciones, téngalas en cuenta al trabajar cada ejemplo de esta seccion.

GUIA PARA MODELAR CON ECUACIONES

1. Identifique la variable.

Identifique la cantidad que el problema le pide ha-

llar. En general, esta cantidad puede ser determinada por una cuidadosa lectura
de la pregunta que se plantea al final del problema. Después introduzca nota-
cién para la variable (llamela x o alguna otra letra).

. Transforme palabras en dlgebra. De nuevo lea cada oracién del pro-

blema y exprese, en términos de la variable que haya definido en el Paso 1, to-
das las cantidades mencionadas en el problema. Para organizar esta informa-
cion, a veces es util trazar un diagrama o hacer una tabla.

. Formule el modelo. Encuentre el dato de importancia decisiva en el pro-

blema, que dé una relacion entre las expresiones que haya citado en el Paso 2.
Formule una ecuacion (o modelo) que exprese esta relacion.

. Resuelva la ecuaciéon y compruebe su respuesta. Resuelva la ecuacion,

verifique su respuesta, y exprésela como una oracién que conteste la pregunta
planteada en el problema.
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VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

costo total = costo del recorrido +
costo diario

= 0.15(320) + 2(30)
=108 v

El siguiente ejemplo ilustra la forma en que se usa esta guia para convertir un “problema
de palabras” en lenguaje de 4lgebra.

EJEMPLO 1 | Rentar un auto

Una compaiiia de renta de autos cobra $30 al dia y $0.15 por milla para rentar un auto.
Helen renta un auto durante dos dias y su cuenta llega a $108. ;Cudntas millas recorrié?

SOLUCION

Identifique la variable. Nos piden hallar el nimero de millas que Helen ha recorrido. Por
tanto, hacemos

x = numero de millas recorridas

Convierta las palabras en dlgebra. Ahora convertimos toda la informacién dada en el
problema a un lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Numero de millas recorridas X

Costo del recorrido (a $0.15 por milla) 0.15x
Costo diario (a $30 por dia) 2(30)

Formule el modelo. Ahora proponemos el modelo.
costo del recorrido + costo diario = costo total

0.15x + 2(30) = 108

Resuelva. Ahora despejamos x.

0.15x = 48 Reste 60
48 o
X =—— Divida entre 0.15
0.15

x = 320 Con calculadora

Helen manejé 320 millas su auto rentado.
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En los ejemplos y ejercicios que siguen, construimos ecuaciones que modelan problemas en
muchas situaciones reales diferentes.

V Problemas acerca de interés

Cuando usted pide un préstamo en un banco o cuando un banco le “pide prestado” a usted
al mantener el dinero en una cuenta de ahorros, quien pide el préstamo en este caso debe
pagar por el privilegio de usar el dinero. La cuota que se paga se llama interés. El tipo mas
bésico de interés es el interés simple, que es precisamente un porcentaje anual de la canti-
dad total solicitada en préstamo o depositada. La cantidad de un préstamo o depdsito se
llama principal P. El porcentaje anual pagado por el uso de este dinero es la tasa de interés r.
Usaremos la variable ¢ para representar el nimero de afios que el dinero estd en depdsito y
la variable I para representar el interés total ganado. La siguiente formula de interés simple
da la cantidad de interés / ganado cuando un principal P es depositado durante ¢ afios a una
tasa de interés r.

I = Prt
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@ Cuando use esta férmula, recuerde convertir el porcentaje r a decimal. Por ejemplo, en
forma decimal, 5% es 0.05. Entonces, a una tasa de interés de 5%, el interés pagado sobre
un depdsito de $1000 en un periodo de 3 afios es I = Prt = 1000(0.05)(3) = $150.

EJEMPLO 2 | Interés sobre una inversion

Marfa hereda $100,000 y los invierte en dos certificados de dep6sito. Uno de los certificados
paga 6% y el otro paga 43% de interés simple al afio. Si el interés total de Marfa es $5025
al aflo, ;cudnto dinero se invierte a cada una de las tasas de interés?

SOLUCION

Identifique la variable. El problema pide la cantidad que ella ha invertido a cada una de
las tasas. Por lo tanto, hacemos

x = la cantidad invertida al 6%
Convierta las palabras en dlgebra. Como la herencia total que recibié Maria es $100,000,

se deduce que ella invirti6 100,000 — x al 43 %. Convertimos toda la informacién dada en
lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Cantidad invertida al 6% X

Cantidad invertida al 41 % 100,000 — x
Cantidad ganada al 6% 0.06x

Cantidad ganada al 43 % 0.045(100,000 — x)

Formule el modelo. Usamos el dato de que el interés total de Maria es $5025 para pro-
poner el modelo.

interés al 6% +  interés al 4%% = interés total
0.06x + 0.045(100,000 — x) = 5025
Resuelva. A continuacion despeje la x.
0.06x + 4500 — 0.045x = 5025 Propiedad Distributiva
0.015x + 4500 = 5025 Combine términos en x
0.015x = 525 Reste 4500
525 35,000 Divid tre 0.015
xX=——= /ida entre 0.
0015 A 1vida entre

Entonces Marfa ha invertido $35,000 al 6% y los restantes $65,000 al 4%%.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

interés total = 6% de $35,000 + 43% de $65,000
= $2100 + $2925 = $5025 (4
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V Problemas de area o longitud

Cuando usamos dlgebra para modelar una situacion fisica, a veces debemos usar formulas
bésicas de geometria. Por ejemplo, es posible que necesitemos una féormula para un drea o
un perimetro, o la férmula que relaciona los lados de tridngulos semejantes, o el Teorema de
Pitagoras. Casi todas estas férmulas aparecen al final de este libro. Los dos ejemplos que
siguen usan estas formulas geométricas para resolver algunos problemas practicos.
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FIGURA 1

EJEMPLO 3 | Dimensiones de un jardin

Un jardin cuadrado tiene un andador de 3 pies de ancho alrededor de su borde exterior,
como se ve en la Figura 1. Si el drea de todo el jardin, incluyendo los andadores, es de
18,000 pies?, ;cudles son las dimensiones del drea plantada?

SOLUCION

Identifique la variable. Nos piden hallar la longitud y ancho del drea plantada. Por lo
tanto, hacemos

x = longitud del drea plantada

Convierta las palabras en dlgebra. A continuacién, convierta la informacién de la Figura 1
en el lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Longitud del drea plantada X
Longitud de todo el jardin x+6
Area de todo el jardin (x + 6)?

Formule el modelo. A continuacién proponemos el modelo.
drea de todo el jardin = 18,000 pies>
(x + 6)* = 18,000

Resuelva. A continuacién despejamos x.

x + 6 = V18,000 Tome rafces cuadradas
x=V18,000 — 6  Resic6
x = 128
El 4rea plantada del jardin es de unos 128 pies por 128 pies.
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EJEMPLO 4 | Dimensiones de un lote para construccién

Un lote rectangular para construccién mide 8 pies mds largo de lo que es de ancho y tiene
un drea de 2900 pies®. Encuentre las dimensiones del lote.

SOLUCION
Identifique la variable. Nos piden hallar el ancho y largo del lote. Entonces, hacemos
w = ancho del lote

Convierta las palabras en dlgebra. A continuacién convertimos la informacion dada en
el problema en el lenguaje de dlgebra (vea Figura 2).

En palabras En algebra
Ancho del lote w
Longitud del lote w+ 8

Formule el modelo. Ahora formulamos el modelo

ancho longitud area

dellote = dellote ~ dellote
2900

w(w + 8)
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Resuelva. A continuacién despejamos w.
w? + 8w = 2900 Expanda

w® + 8w — 2900 = 0 Reste 2900
(w—50)(w+ 58) =0 Factorice
w = 50 or w= —58 Propiedad de producto cero

Como el ancho del lote debe ser un nimero positivo, concluimos que w = 50 pies. La lon-
gitud del lote es w + 8 = 50 + 8 = 58 pies.

FIGURA 2
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EJEMPLO 5 | Determinar la altura de un edificio usando
triangulos semejantes

Un hombre que mide 6 pies de alto desea hallar la altura de cierto edificio de cuatro pisos.
Mide su sombra y encuentra que es de 28 pies de largo, mientras que su propia sombra es
de 35 pies de largo. ;Cudl es la altura del edificio?

SOLUCION

Identifique la variable. El problema pide la altura del edificio. Por lo tanto, hagamos
h = la altura del edificio

Convierta las palabras en dlgebra. Usamos el dato que los tridngulos de la Figura 3 son
semejantes. Recuerde que para cualquier par de tridngulos semejantes las relaciones entre lados
correspondientes son iguales. Ahora convierta estas observaciones en lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Altura del edificio h
Razon entre altura y base en el tridngulo grande 2}’*3
Razon entre altura y base en el tridngulo pequefio %

FIGURA 3
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Formule el modelo. Como los tridngulos grande y pequefio son semejantes, obtenemos
la ecuacién

razén entre altura y _ razén entre altura y
base en tridngulo grande base en tridngulo pequefio
ho_ 6
28 35

Resuelva. A continuacién despeje h.

6-28 o
h = 35 =48 Multiplique por 28

Entonces el edificio mide 48 pies de altura.
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V Problemas de mezclas

Numerosos problemas reales se refieren a la mezcla de diferentes tipos de sustancias. Por
ejemplo, trabajadores de la construccién deben mezclar cemento, grava y arena; el jugo de
fruta de un concentrado puede tener mezcla de diferentes tipos de jugos. Los problemas
de mezclas y concentraciones hacen uso del hecho de que si una cantidad x de una sustancia
se disuelve en una solucidn con volumen V, entonces la concentracion C de la sustancia esta
dada por

Por lo tanto, si 10 g de azicar se disuelven en 5 L de agua, entonces la concentracion de
azicar es C = 10/5 = 2 g/L. Resolver un problema de mezclas por lo general nos pide
analizar la cantidad x de la sustancia que estd en la solucién. Cuando despejamos x de esta
ecuacion, vemos que x = CV. Observe que en muchos problemas de mezcla la concentra-
cién C se expresa como porcentaje, como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 | Mezclas y concentracion

Un fabricante de bebidas gaseosas anuncia su refresco de naranja como “con sabor natural”,
aun cuando contiene s6lo 5% de jugo de naranja. Un nuevo reglamento federal estipula que
para ser llamada “natural”, una bebida debe contener al menos 10% de jugo de fruta.
(Cudnto jugo de naranja puro debe agregar este fabricante a 900 galones de refresco de
naranja para apegarse al nuevo reglamento?

SOLUCION

Identifique la variable. El problema pide la cantidad de jugo de naranja puro a ser agre-
gado. Por lo tanto, hacemos

x = la cantidad (en galones) de jugo de naranja puro a agregar

Convierta las palabras en algebra. En cualquier problema de este tipo, en el que dos
sustancias diferentes han de mezclarse, trazar un diagrama nos ayuda a organizar la infor-
macion dada (vea Figura 4).

La informacion de la figura puede convertirse en lenguaje de dlgebra, como sigue:

En palabras En algebra
Cantidad de jugo de naranja a agregar X
Cantidad de la mezcla 900 + x

Cantidad de jugo de naranja en la primera tina ~ 0.05(900) = 45
Cantidad de jugo de naranja en la segundatina 1-x = x
Cantidad de jugo de naranja en la mezcla 0.10(900 + x)
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10% jugo

5% jugo 100% jugo

Volumen 900 galones x galones 900 + x galones
Cantidad de 5% de 900 galones 100% de x galones 10% de 900 + x galones
jugo de naranja = 45 galones = x galones = 0.1(900 + x) galones

FIGURA 4

Formule el modelo. Para formular el modelo, usamos el dato de que la cantidad total de
jugo de naranja en la mezcla es igual al jugo de naranja de las dos primeras tinas.

cantidad de jugo cantidad de jugo cantidad de jugo
de naranjaenla + denaranjaenla = de naranjaen
primera tina segunda tina la mezcla

45 + x = 0.1(900 + x)  De laFigura 4

Resuelva. A continuacion despeje la x.

45 +x =90 + 0.1x Propiedad Distributiva
0.9x = 45 Reste 0.1x y 45
45 50 Divid 0.9
xX=—= ivida entre 0.
0.9

El fabricante debe agregar 50 galones de jugo de naranja puro al refresco.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

cantidad de jugo antes de mezclar = 5% de 900 galones + 50 galones de jugo puro
= 45 galones + 50 galones = 95 galones
cantidad de jugo después de mezclar = 10% de 950 galones = 95 galones

Las cantidades son iguales. ¢/
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V Problemas del tiempo necesario para realizar un trabajo

Cuando se resuelva un problema que trate de determinar el tiempo que tardan varios traba-
jadores en terminar un trabajo, usamos el dato de que si una persona o maquina tarda H
unidades de tiempo para terminar el trabajo, entonces en una unidad de tiempo la parte del
trabajo que se ha terminado es 1/H. Por ejemplo, si un trabajador tarda 5 horas para podar
un césped, entonces en 1 hora el trabajador podaré 1/5 del césped.

EJEMPLO 7 | Tiempo necesario para realizar un trabajo

Debido a una fuerte tormenta anticipada, el nivel de agua en un estanque debe bajarse 1 pie.
Abrir el vertedero A baja el nivel en esta cantidad en 4 horas, mientras que abrir el mas
pequeilo vertedero B hace el trabajo en 6 horas. ;Cudnto tardara en bajar el nivel de agua
1 pie con ambos vertederos abiertos?



64 CAPITULO 1

Fundamentos

SOLUCION Identifique la variable. Nos piden hallar el tiempo necesario para bajar
el nivel 1 pie si ambos vertederos estdn abiertos. Por lo tanto, hacemos

x = tiempo (en horas) necesario para bajar el nivel de agua
1 pie si ambos vertederos estdn abiertos

Convierta las palabras en algebra. No es facil hallar una ecuacién que relacione x a las
otras cantidades de este problema. Ciertamente x no es sélo 4 + 6, porque eso significaria
que los dos vertederos juntos necesitarian mas tiempo para bajar el nivel del agua que cual-
quiera de ellos solo. En cambio, vemos la parte del trabajo que puede ejecutar en 1 hora
cada uno de los vertederos.

En palabras En algebra
Tiempo que tarda en bajar el nivel 1 pie con A y B juntos xh
Distancia que A baja el nivelen 1 h % pie
Distancia que B baja el nivel en 1 h % pie
Distancia que A y B juntas bajan niveles en 1 h 1 pie

Formule el modelo. A continuacién formulamos el modelo.

fraccion ejecutada fraccion ejecutada fraccion ejecutada

por A + por B = por ambos

= | —

1
4+ — =
6

=

Resuelva. A continuacién despejamos x.

3x+2x =12 Multiplique por el MCD, 12x
Sx =12 Sume
12 .
X =— Divida entre 5

5

Tardard 23 horas, o 2 h 24 min, para bajar el nivel del agua 1 pie si ambos vertederos estén
abiertos.
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V Problemas de distancia, rapidez y tiempo

El siguiente ejemplo trata sobre distancia, tasa (rapidez) y tiempo. La férmula a recordar en
estos casos es

distancia = rapidez X tiempo

donde la rapidez es ya sea la rapidez constante o el promedio de rapidez de un cuerpo en
movimiento. Por ejemplo, manejar en auto a 60 mi/h durante 4 horas lleva a una persona a
una distancia de 60 - 4 = 240 millas.

EJEMPLO 8 | Un problema de distancia, rapidez y tiempo

Un jet vol6 de Nueva York a Los Angeles, una distancia de 4200 kilémetros. La rapidez para
el viaje de regreso fue de 100 km/h mds répido que la rapidez en el vuelo de ida. Si el viaje
total durd 13 horas, ;cudl fue la rapidez del jet de Nueva York a Los Angeles?

SOLUCION Identifique la variable. Nos piden la rapidez del jet de Nueva York a Los
Angeles. Aqui hacemos

s = rapidez de Nueva York a Los Angeles

Entonces s 4+ 100 = rapidez de Los Angeles a Nueva York
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Convierta las palabras en algebra. A continuacién organizamos la informacién en una
tabla. Primero llenamos la columna “Distancia” porque sabemos que las ciudades estdn a
4200 km entre si. A continuacién llenamos la columna “Rapidez”, porque hemos expresado
ambas magnitudes de rapidez en términos de la variable x. Por dltimo, calculamos las en-
tradas para la columna “Tiempo”, usando

. distancia
iempo = —————
P rapidez
Distancia (km) Rapidez (km/h) Tiempo (h)
42
N.Y.a L.A. 4200 s 00
s
L.A. aN.Y. 4200 s + 100 4200
s + 100

Formule el modelo. El viaje total tomé 13 horas, de modo que tenemos el modelo

tiempo de n tiempode _ tiempo
N.Y.aL.A. LA aNY. total
4200 4200
+——=13
K s + 100

Resuelva. Multiplicando por el comin denominador, s(s + 100), tenemos
4200(s + 100) + 4200s = 13s(s + 100)
8400s + 420,000 = 13s* + 1300s
0= 13s* — 7100s — 420,000

Aun cuando esta ecuacién se factoriza, con nimeros tan grandes es probable que sea mds
rdpido usar la Férmula Cuadratica y una calculadora.

_ 7100 = V/(=7100) — 4(13)(~420,000)

S 2(13)
7100 + 8500
26
—1400
=600 o @s= ~ 538
26

Como s representa la rapidez, rechazamos la respuesta negativa y concluimos que la rapidez
del jet de Nueva York a Los Angeles fue de 600 km/h.
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EJEMPLO 9 | Energia consumida en el vuelo de un pajaro

Los ornitélogos han determinado que algunas especies de aves tienden a evitar vuelos sobre
grandes cuerpos de agua durante horas del dia, porque generalmente el aire se eleva sobre tierra
y baja sobre el agua en el dia, de modo que volar sobre el agua requiere de mds energia. Un
ave se suelta del punto A en una isla, a 5 millas de B, que es el punto mds cercano a la playa
en linea recta. El ave vuela al punto C en la playa y luego vuela a lo largo de la playa al lugar
para anidar D, como se ve en la Figura 5. Suponga que el ave tiene 170 kcal de reservas de
energfa. Consume 10 kcal/milla volando sobre tierra y 14 kcal/milla volando sobre agua.

(a) (En dénde debe estar ubicado el punto C para que el ave use exactamente 170 kcal de
energia durante su vuelo?

(b) (El ave tiene suficientes reservas de energia para volar directamente de A a D?
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BHASKARA (nacido en 1114) fue un ma-
tematico, astrénomo y astrélogo de la
India. Entre sus muchos logros estaba
una ingeniosa demostracion del Teo-
rema de Pitagoras. (Vea Enfoque en la
solucién de problemas, en el sitio web
www.stewartmath.com. companero
de este libro). Su importante libro ma-
tematico Lilavati (La Hermosa) contiene
problemas de algebra planteados en
forma de cuentos para su hija Lilavati.
Muchos de los problemas empiezan
asi:"Oh, bella doncella, suponte...”La
historieta se relata usando astrologia.
Bhaskara habia determinado que gran-
des desgracias ocurririan a su hija si se
casaba en cualquier momento que no
fuera cierta hora de cierto dia. El dia de
su boda, cuando ella estaba viendo con
ansiedad un reloj de agua, una perla de
su adorno de la cabeza cay6 inadverti-
damente y paro el flujo de agua del re-
loj, haciendo que ella perdiera el mo-
mento oportuno para su boda. El libro
Lilavati de Bhaskara fue escrito para
consolarla.

(a) Identifique la variable. Nos piden hallar la ubicacién de C. Hacemos
x = distanciade Ba C

Convierta las palabras en dlgebra. De la figura, y del dato

energia consumida = energia por milla X millas recorridas

determinamos lo siguiente.

En palabras En algebra

Distanciade Ba C X

Distancia de vuelo sobre agua (de A a C) Vx? + 25 Teorema de Pitdgoras
Distancia de vuelo sobre tierra (de C a D) 12 — x

Energia consumida sobre agua 14Vx? + 25

Energia consumida sobre tierra 10(12 — x)

Formule el modelo. A continuacién formulamos el modelo.

total de energia
consumida

170 = 14Vx? + 25 + 10(12 — x)

Resuelva. Para resolver esta ecuacion, eliminamos la raiz cuadrada al llevar primero
todos los otros términos a la izquierda del signo igual y luego elevar al cuadrado ambos
lados.

_ energia consumida 4 energia consumida
sobre agua sobre tierra

Aisle a la derecha el término
de raiz cuadrada

14Vx?* + 25

170 — 10(12 — x)

50 + 10x = 14V x> + 25 Simplifique el lado izquierdo
(50 + 10x)* = (14)*(x* + 25) Eleve al cuadrado ambos lados

2500 + 1000x + 100x> = 196x> + 4900

Expanda

0= 96x> — 1000x + 2400

Todos los términos al lado derecho

Esta ecuacion podria factorizarse, pero como los nimeros son tan grandes es mds facil
usar la Férmula Cuadrética y una calculadora:

1000 = V/(—1000)% — 4(96)(2400)
2(96)

1000 + 280
192

6

W

o 3

NI

El punto C debe ser ya sea 63 o 32 millas desde B para que el ave consuma exacta-
mente 170 kcal de energia durante su vuelo.

(b) Por el Teorema de Pitdgoras (vea pagina 219), la longitud de la ruta directamente de
AaDes V5% + 122 = 13, de modo que la energia que el ave requiera para esa ruta
es 14 X 13 = 182 kcal. Esto es mds energia de la que dispone el ave, de modo que no
puede seguir esa ruta.
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1.6 EJERCICIOS

CONCEPTOS nedas de 10 centavos mds que de 5 centavos, y tantas monedas de
25 centavos que de monedas de 5 combinadas; p = nimero
de monedas de un centavo.

1. Explique verbalmente qué significa que una ecuacién modele
una situacién real y dé un ejemplo.

2. En la férmula / = Prt para interés simple, P representa
res ytes

’ APLICACIONES

3. Dé una formula para el drea de la figura geométrica. .19. Renta de un camion Una compaiifa que renta vehiculos

cobra $65 al dia y 20 centavos por milla por rentar un camion.

(a) Uncuadrado delado x: A = Miguel rent6 un camién durante 3 dias y su cuenta fue de $275.

(b) Un rectangulo de longitud / y ancho w: A = . (Cuéntas millas recorri6?

20. Costos de teléfono celular Una compaiiia de telefonia
celular cobra una cuota mensual de $10 por los primeros 1000
mensajes de texto y 10 centavos por cada mensaje adicional de
texto. La cuenta de Miriam por mensajes de texto para el mes de
junio es de $38.50. ;Cudntos mensajes de texto envid ella ese mes?

4

(¢) Uncirculo deradior: A =

4. El vinagre balsdmico contiene 5% de 4cido acético, de modo
que una botella de 32 onzas de vinagre balsdmico contiene
onzas de 4cido acético.

4

5. Un pintor pinta una pared en x horas, por lo que la fraccion de  # 21, Inversiones Felicia invirtié $12,000, una parte de los cuales

gana una tasa de interés simple de 4%% al afio y el resto gana
una tasa de 4% al afio. Después de 1 aflo, el interés total ganado
sobre estas inversiones fue de $525. ;Cuénto dinero invirti6 ella
a cada una de las tasas?

la pared que pinta en 1 hora es

6. La formula d = rf modela la distancia d recorrida por un objeto
que se mueve a una rapidez r constante en el tiempo ¢. Encuen-

tre férmulas para las siguientes cantidades. . ) . o )
22. Inversiones Si Benjamin invierte $4000 al 4% de interés al

r= = afio, jcudnto dinero adicional debe invertir al 51 % de interés
anual, para asegurar que el interés que reciba cada afio sea 43 %
de la cantidad total invertida?
HABILIDADES

23. Inversiones ;Qué tasa anual de interés debe ganar una per-

7-18 m Exprese la cantidad dada en términos de la variable indicada. sona para ganar sobre una inversién de $3500, para asegurar re-

7. La suma de tres enteros consecutivos; 7 = primer entero de cibir $262.50 de interés después de 1 afio?
los tres 24. Inversiones Jaime invierte $1000 a cierta tasa de interés

8. La suma de tres enteros consecutivos; n = entero intermedio anual, e invierte otros $2000 a una tasa anual que es medio por
de los tres ciento mas alta. Si él recibe un total de $190 de interés en 1 afio,

9. El promedio de tres calificaciones de examen si las dos primeras (2 qué tasa se invierten los $10007

calificaciones son 78 y 82; s = tercera calificacién de examen 25. Salarios Una ejecutiva de una compafifa de ingenieria gana
un salario mensual mas un bono de Navidad de $8500. Si ella

10. El promedio de cuatro calificaciones de preguntas de cada una . i
gana un total de $97,300, ;cudl es su salario mensual?

de las tres primeras calificaciones es 8; ¢ = cuarta califica-
cién de preguntas 26. Salarios Una mujer gana 15% mds que su esposo. Juntos

A . N
11. El interés obtenido después de un afio sobre una inversion es 25% ganan 569,875 al afio.  Cuél es el salario anual del esposo?

de interés simple por afio; x = nimero de ddlares invertidos 27. Herencia Camilo estd ahorrando para comprarse una casa
para vacacionar. El hereda algtin dinero de un tio rico, luego
combina esto con los $22,000 que ya habia ahorrado y duplica
el total en una inversién afortunada. Termina con $134,000, que

12. La renta total pagada por un apartamento si la renta es $795 al
mes; n = nimero de meses

13. El area (en piesz) de un rectdngulo que mide tres veces mds de es justo lo suficiente para comprarse una cabaiia junto a un
largo que de ancho; w = ancho del rectdngulo (en pies) lago. ;Cudnto hered6?

14. El perimetro (en cm) de un rectdngulo que es 5 cm mds largo 28. Paga de tiempo extra Elena gana $7.50 por hora en su
que su ancho; w = ancho del rectdngulo (en cm) trabajo, pero si trabaja mds de 35 horas a la semana le pagan

15. La distancia (en millas) que un auto recorre en 45 minutos; 15 veces su salario regular por las horas de tiempo extra traba-
s = rapidez del auto (en mi/h) jadas. En una semana ella gana un salario bruto de $352.50.

. . . ; Cuantas horas de tiempo extra trabajo esa semana?
16. El tiempo (en horas) que tarda en recorrer una distancia deter- 6 P J

minada a 55 mi/h; d = distancia dada (en millas) 29. Costos de mano de obra Un plomero y su ayudante tra-

bajan juntos para cambiar las tuberias de una casa vieja. El plo-

mero cobra $45 por hora por su propio trabajo y $25 por hora

por el trabajo del ayudante. El plomero trabaja el doble de

tiempo que su ayudante en el trabajo, y el cobro por mano de

18. El valor (Cl’l centavos) del cambio en un monedero que contiene obra en la factura final es de $4025. LCua'.n[() tiemp() trabajar()n
el doble de monedas de 5 centavos que de centavo, cuatro mo- el plomero y su ayudante en este trabajo?

17. La concentracion (en oz/gal) de sal en una mezcla de 3 galones de
salmuera que contiene 25 onzas de sal a la que se ha agregado
agua pura; x = volumen de agua pura agregada (en galones)
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Un acertijo Un padre tiene cuatro veces la edad de su hija;
en 6 aflos, tendrd tres veces la edad que actualmente tiene su
hija. ;Cudl es la edad actual de la hija?

Un acertijo Un actor de cine, que no est4 dispuesto a decir
su edad, planted el siguiente acertijo a un columnista de chis-
mes. “Hace siete afios, yo tenia 11 veces la edad de mi hija;
ahora tengo cuatro veces su edad.” ;Cudl es la edad del actor?

Cuadrangulares en su carrera Durante su carrera en
las Ligas Mayores, Hank Aaron conect6 41 cuadrangulares mas
de los que conecté Babe Ruth en su carrera. Juntos conectaron
1469 cuadrangulares. ;Cudntos conecté Babe Ruth?

Valor de monedas Un monedero contiene igual nimero
de monedas de un centavo, de cinco centavos y de diez centa-
vos. El valor total de las monedas es $1.44. ;Cuédntas monedas
de cada tipo contiene el monedero?

Valor de monedas Mary tiene $3.00 en monedas de 5, de
10 y de 25 centavos. Si ella tiene el doble de monedas de 10
que de 25 y cinco mds de monedas de 5 que de 10 centavos,
(cudntas monedas de cada tipo tiene ella?

Longitud de un jardin Un jardin rectangular mide 25
pies de ancho. Si su drea es de 1125 pies?, ;cudl es la longitud
del jardin?

m

Ancho de un pastizal Un pastizal mide el doble de largo
que su ancho. Su drea es de 115,200 pies®. ;Cudl es el ancho
del pastizal?

Dimensiones de un lote Un lote de terreno cuadrado
tiene una construccién de 60 pies de largo y 40 pies de ancho
en una esquina. El resto del terreno fuera del edificio forma un
estacionamiento. Si éste tiene un drea de 12,000 piesz, (cudles
son las dimensiones de todo el lote de terreno?

Dimensiones de un lote Un lote para construccién, de
medio acre, mide 5 veces mds de largo que de ancho. ;Cudles
son sus dimensiones? [Nota: 1 acre = 43,560 pies’.]

Dimensiones de un jardin Un jardin rectangular mide
10 pies mds de largo que de ancho. Su drea es 875 pies”. ;Cud-
les son sus dimensiones?

Dimensiones de un cuarto Una habitacién rectangular

mide 7 pies més de largo que su ancho. Su 4rea es de 228 pies’.

(Cudl es el ancho del cuarto?

Dimensiones de un jardin Un agricultor tiene un lote
rectangular de jardin rodeado por una cerca de 200 pies. En-
cuentre la longitud y ancho si su drea es de 2400 pies”.

perimetro = 200 pies

& 47.

42. Dimensiones de un lote Una parcela de terreno mide
6 pies mds de largo que de ancho. Cada diagonal desde una es-
quina a la esquina opuesta es de 174 pies de largo. ;Cudles son
las dimensiones de la parcela?

43. Dimensiones de un lote Una parcela rectangular de te-
rreno mide 50 pies de ancho. La longitud de una diagonal entre
esquinas opuestas es de 10 pies més que la longitud de la par-
cela. (Cudl es la longitud de la parcela?

44. Dimensiones de una pista Una pista de carreras tiene la
forma mostrada en la figura, con costados rectos y extremos se-
micirculares. Si la longitud de la pista es de 440 yardas y las
dos partes rectas miden 110 yardas de largo cada una, ;cudl es
el radio de las partes semicirculares (a la yarda mds cercana)?

45. Longitud y drea Encuentre la longitud x de la figura. Se da
el drea de la regién sombreada.

(a) X (b) x

14 pulg.

10 cm

6 cm 13 pulg.

srea = 144 o’ drea = 160 pulg.?

46. Longitud y drea Encuentre la longitud y de la figura. Se da
el drea de la region sombreada.

() (b)
y y
y y
. Yyl
drea = 120 pulg? 1em

drea = 1200 cm?
Enmarcar una pintura Ali pinta con acuarela en una hoja
de papel de 20 pulgadas de ancho por 15 pulgadas de alto. A
continuacién pone esta hoja en un marco de cartéon de modo que
una franja de ancho uniforme del marco de cartén se ve a todo
alrededor de la pintura. El perimetro del marco de cartén es de
102 pulgadas. ;Cudl es el ancho de la franja del marco de cartén
que se ve alrededor de la pintura?

15 pulg.

20 pulg.
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Dimensiones de un cartel Un cartel tiene una superficie
rectangular impresa de 100 cm por 140 cm y una franja negra
de ancho uniforme alrededor de los bordes. El perimetro del
cartel es 13 veces el perimetro de la superficie impresa. ;Cudl es
el ancho de la franja negra?

[<—100 cm—|

N

e

Alcance de una escalera Una escalera de 195 pies se
apoya contra un edificio. La base de la escalera est4 a 75 pies
del edificio. ;A qué altura del edificio llega la escalera?

Altura de un asta de bandera Un asta de bandera estd
asegurada en lados opuestos por medio de dos alambres (llama-
dos “vientos”), cada uno de los cuales mide 5 pies mds que el
asta. La distancia entre los puntos donde los alambres se fijan al
suelo es igual a la longitud de un alambre “viento”. ;Cudl es la
altura del asta de bandera (a la pulgada mas cercana)?

i’ \

Longitud de una sombra Un hombre estd alejandose de
un poste de alumbrado que tiene una fuente de luz a 6 m sobre
el suelo. El hombre mide 2 m de alto. ;Cudl es la longitud de la
sombra del hombre cuando éste estd a 10 m del poste? [Suge-
rencia: Use tridngulos semejantes. ]

52.

& 53

54.
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Altura de un arbol Un maderero determina la altura de un
arbol alto al medir uno mas pequefio que estd a 125 pies de dis-
tancia del primero, y luego moviéndose de manera que sus 0jos
estén en la linea de vista a lo largo de las cumbres de los drboles
y midiendo la distancia a la que €l estd del arbol pequefio (vea la
figura). Suponga que el drbol pequeiio mide 20 pies de alto, el
hombre estd a 25 pies del drbol pequefio y el nivel de sus ojos
estd a 5 pies sobre el suelo. ;Cudl es la altura del drbol més alto?

Problema de mezclas ;Qué cantidad de una solucién
acida al 60% debe mezclarse con una solucién al 30% para pro-
ducir 300 mL de una solucién al 50%?

Problema de mezclas ;Qué cantidad de dcido puro debe
agregarse a 300 mL de una solucién al 50% para producir una
solucién dcida al 60%?

. Problema de mezclas Una joyera tiene cinco anillos,

cada uno de los cuales pesa 18 g, hechos de una aleacién de 10%
de plata 'y 90% de oro. Ella decide fundir los anillos y agregar
suficiente plata para reducir el contenido de oro a 75%. ;Cuénta
plata debe agregar?

Problema de mezclas Una olla tiene 6 L de salmuera a
una concentracién de 120 g/L. ;Cudnta agua debe hervirse para
aumentar la concentracién a 200 g/L?

Problema de mezclas El radiador de un auto est4 lleno de
una solucién al 60% de anticongelante y 40% de agua. El fabri-
cante del anticongelante sugiere que para operar el auto en ve-
rano, el enfriamiento éptimo del auto se obtiene con sélo 50% de
anticongelante. Si la capacidad del radiador es 3.6 L, ;cudnto li-
quido de enfriamiento debe drenarse y sustituirse con agua para
reducir la concentracién de anticongelante al nivel recomendado?

. Problema de mezclas Una clinica utiliza una solucién de

blanqueador para esterilizar cajas de Petri en las que crecen cul-
tivos. El tanque de esterilizacién contiene 100 galones de solu-
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cién de blanqueador doméstico comun al 2%, mezclado con
agua destilada pura. Nuevas investigaciones indican que la con-
centracién de blanqueador debe ser al 5% para completar la es-
terilizacién. ;Cudnto de la solucién debe drenarse y sustituirse
con blanqueador para aumentar el contenido de blanqueador al
nivel recomendado?

Problema de mezclas Una botella contiene 750 mL de
jugos de frutas con una concentracién de 50% de jugo de frutas
puro. Jill toma 100 mL del ponche y luego vuelve a llenar la bo-
tella con una cantidad igual de una marca mds barata del pon-
che. Si la concentracion del jugo en la botella se reduce ahora al
48%, (cual era la concentracion del ponche que agreg6 Jill?

Problema de mezclas Un comerciante mezcla té que
vende en $3.00 por libra con té que vende en $2.75 por libra para
producir 80 Ib de una mezcla que vende en $2.90 por libra. ;Cuén-
tas libras de cada tipo de té debe usar el comerciante en la mezcla?

Compartir un trabajo Candy y Tim comparten una ruta
para vender periddicos. Candy tarda 70 minutos en entregar to-
dos los periédicos; Tim tarda 80 minutos. ;Cudnto tiempo les
lleva a los dos cuando trabajan juntos?

Compartir un trabajo Stan e Hilda pueden podar el césped
en 40 minutos si trabajan juntos. Si Hilda trabaja el doble de rapido
que Stan, ;cudnto tiempo le lleva a Stan podar el césped €l solo?

Compartir un trabajo Betty y Karen han sido contrata-
dos para pintar las casas en un nuevo fraccionamiento habita-
cional. Trabajando juntas, las mujeres pueden pintar una casa en
dos tercios del tiempo que tarda Karen si trabaja sola. Betty
tarda 6 horas en pintar una casa ella sola. ;Cudnto tarda Karen
en pintar una casa si trabaja sola?

Compartir un trabajo Los vecinos Bob y Jim, que viven
en casas contiguas entre s, usan mangueras de ambas casas
para llenar la piscina de Bob. Saben que tardan 18 horas usando
ambas mangueras. También saben que la manguera de Bob, si
se usa sola, toma 20% menos tiempo que la manguera de Jim
sola. ;Cudnto tiempo se requiere para llenar la piscina con cada
una de las mangueras sola?

Compartir un trabajo Irene y Henry, trabajando juntos,
pueden lavar todas las ventanas de su casa en 1 h 48 minutos.

Trabajando solo, Henry tarda 11 h mds que Irene para hacer el
trabajo. /Cudnto tarda cada persona trabajando sola para lavar
todas las ventanas?

Compartir un trabajo Jack, Kay y Lynn reparten volan-
tes de publicidad en una pequefia poblacion. Si cada persona
trabaja sola, Jack tarda 4 h en repartir todos los volantes, y
Lynn tarda 1 h mds de lo que tarda Kay. Trabajando juntos,
pueden repartir todos los volantes en 40% del tiempo que tarda
Kay trabajando sola. ;Cudnto le toma a Kay repartir todos los
volantes ella sola?

. Distancia, rapidez y tiempo Wendy hizo un viaje de

Davenport a Omaha, una distancia de 300 millas. En parte,
viaj6 en autobus que llegé a la estacion de ferrocarril justo a
tiempo para que completara su viaje en tren. El autobuis prome-
dié 40 mi/h y el tren promedié 60 mi/h. Todo el viaje tomé

51 h. (Cuanto tardé6 Wendy en el tren?

Distancia, rapidez y tiempo Dos ciclistas estdn a 90
millas entre si. Arrancan en sus bicicletas al mismo tiempo uno
hacia el otro. Uno de ellos pedalea el doble de rdpido que el
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otro. Si se encuentran 2 h mds tarde, ;a qué velocidad promedio
estd viajando cada uno de ellos?

Distancia, rapidez y tiempo Un piloto vol6 en jet de
Montreal a Los Angeles, una distancia de 2500 millas. En el
viaje de regreso, el promedio de velocidad fue 20% mads rapido
que el de ida. El viaje redondo tardé 9 h 10 minutos. ;Cudl fue
la velocidad de Montreal a Los Angeles?

Distancia, rapidez y tiempo Una mujer que maneja un
auto de 14 pies de largo estd rebasando a un camién de 30 pies
de largo. El cami6n esté corriendo a 50 mi/h. ;Con qué rapidez
debe ir el auto de la mujer para que pueda pasar por completo al
camién en 6 s, desde la posicion mostrada en la figura (a) hasta
la posicion de la figura (b)? [Sugerencia: Use pies y segundos
en lugar de millas y horas.]

(b)
Distancia, rapidez y tiempo Un vendedor viaja en auto
de Ajax a Barrington, una distancia de 120 millas a una veloci-
dad constante. A continuacién aumenta su velocidad en 10 mi/h
para recorrer las 150 millas de Barrington a Collins. Si el se-
gundo tramo de su viaje tomé 6 minutos mas que el primer
tramo, ;/con qué rapidez manejaba entre Ajax y Barrington?

Distancia, rapidez y tiempo Kiran viaj6 de Tortula a
Cactus una distancia de 250 millas. Ella aument6 su velocidad en
10 mi/h para el viaje de 360 millas de Cactus a Dry Junction. Si el
viaje total tom6 11 h, ;cudl fue su velocidad de Tortula a Cactus?

Distancia, rapidez y tiempo A una tripulacién les tomé

2 h 40 min remar 6 km corriente arriba y regresar. Si la rapidez

de la corriente era de 3 km/h, ;cul era la velocidad de remar de
la tripulacién en aguas tranquilas?

Velocidad de un bote Dos botes pesqueros salen de un
puerto al mismo tiempo, uno de ellos dirigiéndose al este y el
otro al sur. El bote con direccién al este viaja a 3 mi/h mds répido
que el que va al sur. Después de dos horas, los botes estdn a 30
millas entre si. Encuentre la rapidez del bote que se dirige al sur.
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Ley de la palanca La figura muestra un sistema de palan-
cas, semejante a un subibaja (balancin) que se puede hallar en
un parque de recreo infantil. Para que el sistema esté en equili-
brio, el producto del peso y su distancia desde el fulcro debe ser
igual en cada lado; esto es,

WiXp = WX

Esta ecuacién recibe el nombre de ley de la palanca y fue des-
cubierta por Arquimedes (vea pagina 729).

Una mujer y su hijo estdn jugando en un subibaja. El mucha-
cho estd en un extremo, a 8 pies del fulcro. Si el hijo pesa 100
Ib y la madre pesa 125 1b, ;dénde debe sentarse la mujer para
que el subibaja esté balanceado?

w,
wy

,/»f/le)\
e

Ley de la palanca Una tabla de 30 pies de largo esté apo-
yada en lo alto de un edificio de techo plano, con 5 pies de la
tabla sobresaliendo del borde, como se ve en la figura. Un tra-
bajador que pesa 240 1b se sienta en un extremo de la tabla.
(Cudl es el peso mdximo que puede ser colgado del extremo de
la tabla que sobresale si debe estar en equilibrio? (Use la ley de
la palanca expresada en el Ejercicio 75.)

Dimensiones de una caja Una caja grande de madera
terciada tiene un volumen de 180 pies’. Su longitud es 9 pies
mds que su peso, y su ancho es 4 pies menor que su altura.
(Cuales son las dimensiones de la caja?

x+9

x—4

Radio de una esfera Un joyero tiene tres pequefias esfe-
ras de oro macizo, de 2 mm de radio, 3 mm y 4 mm. El decide
fundirlas y hacer con ellas una sola esfera. ;Cudl serd el radio
de esta esfera mds grande?

Dimensiones de una caja Una caja con una base cua-
drada y sin tapa ha de hacerse de una pieza cuadrada de cart6n al
cortarle cuadros de 4 pulgadas de cada esquina y doblar los lados,
como se muestra en la figura. La caja ha de contener 100 pulg.®.
(De qué dimension se necesita la pieza de cartéon?

SECCION 1.6 | Modelado con ecuaciones 71

B pulg.

80. Dimensiones de una lata Una lata cilindrica tiene un

volumen de 407 cm® y mide 10 cm de alto. ;Cuél es su didme-
tro? [Sugerencia: Use la férmula de volumen que aparece al fi-
nal del libro.]

. Radio de un tanque Un tanque esférico tiene una capaci-

dad de 750 galones. Usando el dato de que un galén es 0.1337
pies® aproximadamente, encuentre el radio del tanque (al centé-
simo de pie mds cercano).

. Dimensiones de un lote Un lote urbano tiene la forma

de un tridngulo recto cuya hipotenusa es 7 pies mas larga que
uno de los otros lados. El perimetro del lote es de 392 pies.
(Cudl es la longitud de cada lado del lote?

. Costos de construccion La ciudad de Foxton estd a 10

millas al norte de un camino abandonado de direccién este-
oeste que pasa por Grimley, como se ve en la figura. El punto
del camino abandonado mds cercano a Foxton estd a 40 millas
de Grimley. Oficiales del condado estan por construir un nuevo
camino que enlaza las dos ciudades. Han determinado que res-
taurar el camino antiguo costaria $100,000 por milla, mientras
que construir un nuevo camino costaria $200,000 por milla.
(Cuénto del camino abandonado debe usarse (como se indica
en la figura) si los oficiales tienen intencién de gastar exacta-
mente $6.8 millones de ddlares? ;Costaria menos que esto la
construcciéon de un nuevo camino que conecte las ciudades di-
rectamente?

. Distancia, rapidez y tiempo Un entablado o andén de

madera estd paralelo y a 210 pies tierra adentro del borde de
una playa recta. Una playa arenosa estd entre el andén y el
borde de la playa. Un hombre estd de pie en el andén, exacta-
mente a 750 pies de su sombrilla para playa al otro lado de la
arena, que estd recta en el borde de la playa. El hombre camina
a 4 pies/s en el andén y a 2 pies/s en la arena. ;Qué distancia
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debe caminar en el andén antes de entrar a la arena si desea lle-
gar a su sombrilla en exactamente 4 minutos 45 segundos?

Volumen de grano Estin cayendo granos de un canal al
suelo, formando una pila cénica cuyo didmetro es siempre el
triple de su altura. ;| De qué altura es la pila (al centésimo de pie
més cercano) cuando contiene 1000 pies® de grano?

Monitores de TV Dos monitores de TV, colocados uno al
lado del otro en un estante de una tienda de aparatos eléctricos,
tienen la misma altura de pantalla. Uno de ellos tiene una pan-
talla convencional, que es 5 pulgadas mds ancha que su altura;
el otro tiene una pantalla mds ancha, de alta definicion, que es
1.8 veces mds ancha que su altura. La medida diagonal de la
pantalla mds ancha es 14 pulgadas mds que la medida diagonal
de la pantalla mas pequefia. ;Cudl es la altura de las pantallas,
correcta al 0.1 de pulgada mas cercano?

Dimensiones de una estructura Un silo de almacena-
miento para maiz estd formado de una seccion cilindrica hecha
de malla de alambre, rematada por un techo cénico de estafio,
como se ve en la figura. La altura del techo es un tercio de la al-
tura de toda la estructura. Si el volumen total de la estructura es

14007 pies® y su radio es 10 pies, ¢cudl es su altura? [Sugerencia:

Use las formulas de volumen al final del libro.]

88. Comparacion de areas Un alambre de 360 pulgadas de
largo se corta en dos piezas. A una de éstas se le da forma de
cuadrado y de circulo a la otra. Si las dos figuras tienen la
misma drea, ;cudles son las longitudes de las dos piezas de
alambre (al décimo de pulgada mds cercano)?

89. Un antiguo problema chino Este problema ha sido to-
mado de un libro de texto chino llamado Chui-chang suan-shu,
o Nueve Capitulos del Arte Matemdtico, que fue escrito hacia el
afio 250 a.C.

Un tallo de bambu de 10 pies de largo se descompone en
forma tal que su punta toca el suelo a 3 pies de la base del
tallo, como se ve en la figura. ;Cuadl es la altura de la rotura?

[Sugerencia: Use el Teorema de Pitdgoras.]

ee==apies

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

90. Investigacion historica Lea las notas biograficas acerca
de Pitdgoras (pdgina 219), Euclides (pdgina 497) y Arquimedes
(pagina 729). Escoja uno de estos matemadticos e investigue mas
sobre €l en la biblioteca o en Internet. Escriba un breve ensayo
de lo que haya encontrado. Incluya informacién biografica y una
descripcion de la matemaética por la cual €l es famoso.

91. Una ecuacion cuadratica de Babilonia Los antiguos
babilonios sabian como resolver ecuaciones cuadraticas. A con-
tinuacion veamos un problema de una tablilla cuneiforme ha-
llada en una escuela de Babilonia, que data del afio 2000 a.C.

Tengo un junco, sé su longitud. De él tomo un ctbito que
cabe 60 veces a lo largo de mi campo. Lo devuelvo al junco
que he dividido, y cabe 30 veces a lo ancho de mi campo.
El drea de mi campo es de 375 nindas (una medida) cuadra-
das. ;Cuadl era la longitud original del junco?

Resuelva este problema. Use el dato que 1 ninda = 12 cubitos.

PROYECTO DE
1GNNSl Ecuaciones a lo largo del tiempo

En este proyecto estudiamos ecuaciones que fueron creadas y
resueltas por los pueblos antiguos de Egipto, Babilonia, India y
China. El lector puede hallar el proyecto en el sitio web compa-
fiero de este libro: www.stewartmath.com
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X 4 +7=<19
1 11=<19 ¢
2 15=19 ¢
3 19=19 ¢
4 23=19 X
5 27=19 X

Resolucion de desigualdades lineales B Resolucién de desigualdades
no lineales > Desigualdades con valor absoluto » Modelado con
desigualdades

Algunos problemas en dlgebra llevan a desigualdades en lugar de ecuaciones. Una des-
igualdad se ve muy semejante a una ecuacion, excepto que en lugar del signo igual hay uno
de los simbolos <, >, =< 0 =. A continuacién veamos un ejemplo de una desigualdad:

dx=7=19

La tabla que aparece al margen muestra que algunos nimeros satisfacen la desigualdad y
algunos nimeros no la satisfacen.

Resolver una desigualdad que contenga una variable significa hallar todos los valores de
la variable que hagan verdadera la desigualdad. A diferencia de una ecuacién, una desigual-
dad por lo general tiene un infinito de soluciones, que forma un intervalo o una unién de in-
tervalos en la recta real. La siguiente ilustracion muestra el modo en que una desigualdad
difiere de su ecuacion correspondiente:

Solucion Grafica

Ecuacion: 4x +7 =19 x=3 0 3

| >
T >

Desigualdad 4x + 7 = 19 =3 —t 0 —t ;

Para resolver desigualdades, usamos las reglas siguientes para aislar la variable en un
lado del signo de desigualdad. Estas reglas nos dicen cudndo dos desigualdades son equiva-
lentes (el simbolo < significa “es equivalente a”). En estas reglas los simbolos A, By C
representan nimeros reales o expresiones algebraicas. A continuacién expresamos las reglas
para desigualdades que contienen el simbolo =, pero aplican a los cuatro simbolos de des-
igualdad.

5.SNA>0 y B>0,

entonces A =B <&

6. SIA=B y C=D,

REGLAS PARA DESIGUALDADES

Regla Descripcion

1. A=B & A+C=B+C Sumar la misma cantidad a cada lado de una desigualdad da
una desigualdad equivalente.

2 A=sB & A-C=B-C Restar la misma cantidad de cada lado de una desigualdad da
una desigualdad equivalente.

3. SiC >0, entonces A=B < CA=CB Multiplicar cada lado de una desigualdad por la misma
cantidad positiva da una desigualdad equivalente.

4, SiC <0, entonces A=B < CA=CB Multiplicar cada lado de una desigualdad por la misma

1
— =
A

entoncesA + C=B + D

cantidad negativa invierte la direccion de la desigualdad.

Tomar reciprocos de cada lado de una desigualdad que contenga
cantidades positivas invierte la direccion de la desigualdad.

| =

Las desigualdades se pueden sumar.

Ponga especial atencién a las Reglas 3 y 4. La Regla 3 dice que podemos multiplicar (o
dividir) cada lado de una desigualdad por un nimero positivo, pero la Regla 4 dice que si
multiplicamos cada lado de una desigualdad por un nimero negativo, entonces invertimos
la direccion de la desigualdad. Por ejemplo, si empezamos con la desigualdad

3<5
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y multiplicamos por 2, obtenemos
6<10
pero si multiplicamos por —2, obtenemos

—6>—10

V Solucidn de desigualdades lineales

Una desigualdad es lineal si cada término es constante o un multiplo de la variable. Para
resolver una desigualdad lineal, aislamos la variable en un lado del signo de desigualdad.

EJEMPLO 1 | Resolver una desigualdad lineal
Resuelva la desigualdad 3x < 9x + 4 y trace el conjunto solucién.
SOLUCION

3x<9%x + 4 Desigualdad dada

3x — 9% <9x +4 — 9x Reste 9x

—6x <4 Simplifique
(—%)(—6)6) > (—%)(4) Multiplique por —¢ e invierta la desigualdad
x> —_% Simplifique

El conjunto solucién estd formado por todos los nimeros mayores a — 3. En otras palabras,

la solucién de la desigualdad es el intervalo (— z oo). Estd graficada en la Figura 1.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 21 |

EJEMPLO 2 | Resolver un par de desigualdades simultaneas
Resuelva las desigualdades 4 = 3x — 2 < 13.

SOLUCION  EI conjunto solucién estd formado por todos los valores de x que satisfa-
cen las desigualdades 4 = 3x — 2 y 3x — 2 < 13. Usando las Reglas 1 y 3, vemos que las
siguientes desigualdades son equivalentes:

4=3x—-—2<13 Desigualdad dada
6=3x<15 Sume 2
2=x<5 Divida entre 3

Por lo tanto, el conjunto de solucién es [2, 5), como se ve en la Figura 2.
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V Solucidn de desigualdades no lineales

Para resolver desigualdades que contengan cuadrados y otras potencias de la variable, usa-
mos factorizacién, junto con el principio siguiente.

EL SIGNO DE UN PRODUCTO O COCIENTE
Si un producto o un cociente tienen un nimero par de factores negativos, entonces
su valor es positivo.

Si un producto o un cociente tienen un nimero impar de factores negativos,
entonces su valor es negativo.




@

(—,2)  (2,3) (3, )
0 2 3
FIGURA 3
Valor de Valor de Valor de
prueba prueba prueba
x=1 3= 2% x=4

———e————e 9+ —o————>»
0 2 3

FIGURA 4
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Por ejemplo, para resolver la desigualdad x> — 5x = —6, primero movemos todos los
términos al lado izquierdo y factorizamos para obtener

x—2)x—=3)=0
Esta forma de la desigualdad nos dice que el producto (x — 2)(x — 3) debe ser negativo o
cero, de modo que, para resolver la desigualdad, debemos determinar en dénde cada factor

es negativo o positivo (porque el signo de un producto depende del signo de los factores).
Los detalles se explican en el Ejemplo 3, en el que usamos la guia siguiente.

GUIA PARA RESOLVER DESIGUALDADES NO LINEALES

1. Pase todos los términos a un lado. Si es necesario, reescriba la desigual-
dad de modo que todos los términos diferentes de cero aparezcan en un lado
del signo de desigualdad. Si el lado diferente de cero de la desigualdad con-
tiene cocientes, paselos a un comuin denominador.

2. Factorice. Factorice el lado diferente de cero de la desigualdad.

3. Encuentre los intervalos. Determine los valores para los cuales cada fac-
tor es cero. Estos nimeros dividirdn la recta real en intervalos. Haga una lista
de los intervalos que estdn determinados por estos nimeros.

4. Haga una tabla o diagrama. Use valores de prueba para hacer una tabla o
diagrama de los signos de cada factor en cada intervalo. En el dltimo renglén
de la tabla determine el signo del producto (o cociente) de estos factores.

5. Resuelva. Determine la solucién de la desigualdad a partir del dltimo ren-
glén de la tabla de signos. Asegurese de verificar si la desigualdad queda satis-
fecha por algunos o todos los puntos extremos de los intervalos. (Esto puede
ocurrir si la desigualdad contiene = o =.

La técnica de factorizacion que se describe en esta guia funciona sélo si todos los térmi-
nos diferentes de cero aparecen en un lado del simbolo de desigualdad. Si la desigualdad no
se escribe en esta forma, primero la reescribimos, como se indica en el Paso 1.

EJEMPLO 3 | Resolver una desigualdad cuadratica
Resuelva la desigualdad x*> < 5x — 6.
SOLUCION  Seguiremos la gufa dada lineas antes.

Pase todos los términos a un lado.  Pasamos todos los términos al lado izquierdo.
X¥=5x—6 Desigualdad dada
X—5%+6=0 Reste 5x, sume 6
Factorice. Factorizando el lado izquierdo de la desigualdad, obtenemos
(x—=2)x—=3)=0 Factorice
Encuentre los intervalos. Los factores del lado izquierdo son x — 2 y x — 3. Estos fac-

tores son cero cuando x es 2 y 3, respectivamente. Como se ve en la Figura 3, los nimeros
2 y 3 dividen la recta real en los tres intervalos

(=00,2),(2,3),(3,)

Los factores x — 2 y x — 3 cambian de signo sé6lo en 2 y 3, respectivamente. Por lo tanto,
estos factores mantienen su signo en cada uno de estos tres intervalos.

Haga una tabla o diagrama. Para determinar el signo de cada factor en cada uno de los
intervalos que encontramos, usamos valores de prueba. Escogemos un nimero dentro de
cada intervalo y comprobamos el signo de los factores x — 2 y x — 3 en el nimero que
escojamos. Para el intervalo (—oo, 2), escojamos el valor de prueba 1 (vea Figura 4). Sus-
tituyendo 1 por x en los factores x — 2 y x — 3, obtenemos

x—2=1-2=-1<0
x—3=1—-3=-2<0
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Por lo tanto ambos factores son negativos en este intervalo. Notese que necesitamos verifi-
car s6lo un valor de prueba por cada intervalo porque los factores x — 2 y x — 3 no cambian
signo en ninguno de los tres intervalos que encontramos.

Usando los valores de prueba x = 23y x =4 para los intervalos (2, 3) y (3, o) (vea
Figura 4), respectivamente, construimos la siguiente tabla de signos. El renglén final de la
tabla se obtiene del dato que la expresion del tltimo renglén es el producto de los dos fac-
tores.

Intervalo (=00, 2) 2,3) (3, )
Signo de x — 2 — + +
Signode x — 3 - - +
Signo de (x — 2)x — 3) + - +

Si el lector asf lo prefiere, puede representar esta informacién en una recta real, como en
el siguiente diagrama de signos. Las rectas verticales indican los puntos en los que la recta
real estd dividida en intervalos:

2 3
Signode x — 2 - + +
Signode x — 3 - - +
Signo de (x — 2)(x — 3) + — +

Resuelva. Leemos de la tabla o el diagrama que (x — 2)(x — 3) es negativo en el inter-
valo (2, 3). Entonces, la solucion de la desigualdad (x — 2)(x — 3) =< Oes

rl2=x=3)=[23

Hemos incluido los puntos extremos 2 y 3 porque buscamos valores de x tales que el pro-
ducto es menor o igual a cero. La solucién estd ilustrada en la Figura 5.
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EJEMPLO 4 | Resolver una desigualdad con factores repetidos
Resuelva la desigualdad x(x — 1)*(x — 3) < 0.

SOLUCION  Todos los términos diferentes de cero ya estdn en un lado de la desigual-
dad, y el lado diferente de cero de la desigualdad ya esta factorizado. Por lo tanto, empe-
zamos por hallar los intervalos para esta desigualdad.

Encuentre los intervalos. Los factores del lado izquierdo son x, (x — 1)*y x — 3. Estos
son cero cuando x = 0, 1, 3. Estos ndmeros dividen la recta real en los intervalos

(=00,0), (0, 1), (1,3), (3, 00)

Haga un diagrama. Hacemos el siguiente diagrama, usando puntos de prueba para deter-
minar el signo de cada factor en cada intervalo.

Signo de x - + +
Signo de (x — 1)2 + + +
Signo de (x — 3) — — —
Signo de x(x — 1)2(x — 3) +

+ o+ o+ o+



FIGURA 6

@ Es tentador simplemente multipli-
car ambos lados de la desigualdad por

1 — x (como se haria si fuera una ecua-
cion.) Pero esto no funciona porque no
sabemos si 1 — x es positivo o0 nega-
tivo, de modo que no podemos decir si
la desigualdad necesita ser invertida.
(Vea Ejercicio 123.)

0 1
FIGURA 7
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Resuelva. Del diagrama vemos que x(x — 1)*(x — 3) < 0 para x en el intervalo (0, 1) o
para x en (1, 3). Por lo tanto, el conjunto solucién es la unién de estos dos intervalos:

0, Hu(,3)
El conjunto solucién estéd graficado en la Figura 6.
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EJEMPLO 5 | Resolver una desigualdad con un cociente

. 1 +x
Resuelva la desigualdad =1

SOLUCION

Pase todos los términos a un lado.
camos usando un denominador comun.

Movemos los términos al lado izquierdo y simplifi-

1 +x )
=1 Desigualdad dada
1 —x
1+x
-1=0 Reste 1
1—x
1+x 1—x )
- =0 Denominador comun 1 — x
1—x 1-—x
1+x—1+x ) o
=0 Combine las fracciones
1 —x
2x o
=0 Simplifique
1 —x

Encuentre los intervalos. Los factores del lado izquierdo son 2x y 1 — x. Estos son cero
cuando x es 0 y 1. Estos nimeros dividen la recta real en los intervalos

(00,0),(0,1), (1, 00)

Haga un diagrama. Hacemos el siguiente diagrama usando puntos de prueba para deter-
minar el signo de cada factor en cada intervalo.

0 1
Signo de 2x - + +
Signode 1 — x + + -
Signo de I 2_)LX — + _
Resuelva.

Del diagrama vemos que 1 T =0 para x en el intervalo [0, 1). Incluimos el
- X

punto extremo 0 porque la desigualdad original requiere que el cociente sea mayor o igual
a 1. No obstante, no incluimos el otro punto extremo 1 porque el cociente de la desigualdad
no estd definido en 1. Por lo tanto, el conjunto solucidn es el intervalo

[0, 1)
El conjunto solucién esta graficado en la Figura 7.
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El Ejemplo 5 muestra que siempre debemos comprobar los puntos extremos del conjunto
solucién para ver si satisfacen la desigualdad original.
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Estas propiedades se cumplen cuando x
es sustituida por cualquier expresion al-
gebraica. (En la figura supusimos que
c>0.)

]
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FIGURA 8
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FIGURA 9
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FIGURA 10

V Desigualdades con valor absoluto

Usamos las siguientes propiedades para resolver desigualdades que contienen valor absoluto.

PROPIEDADES DE DESIGUALDADES CON VALOR ABSOLUTO

Desigualdad Forma equivalente Grafica

1. x| <c —c<x<c ‘
=@ 0 c

2. |x|=c —c=x=c 1
—c 0 c

3. |x|>c x<-c o c<x 1 >
=@ 0 c

4. |x|=c X=—Cc 0 CcC=X 1 >
—c 0 c

Estas propiedades se pueden demostrar con el uso de la definicién de valor absoluto. Para
demostrar la Propiedad 1, por ejemplo, observe que la desigualdad | x| < ¢ dice que la
distancia de x a 0 es menor que c, y de la Figura 8 vemos que esto es verdadero si y sélo si
X estd entre — y c.

EJEMPLO 6 | Resolver una desigualdad con valor absoluto
Resuelva la desigualdad | x — 5| < 2.

SOLUCION 1 Ladesigualdad |x — 5| < 2 es equivalente a
—2<x—-5<2 Propiedad 1
3<x <7 Sume 5

El conjunto solucién es el intervalo abierto (3, 7).

SOLUCION 2 Geométricamente, el conjunto solucién estd formado por todos los ni-
meros x cuya distancia desde 5 es menor a 2. De la Figura 9 vemos que éste es el inter-
valo (3, 7).
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EJEMPLO 7 | Resolver una desigualdad con valor absoluto
Resuelva la desigualdad | 3x + 2| = 4.

SOLUCION  Por la Propiedad 4, la desigualdad | 3x + 2| = 4 es equivalente a
3x+2=4 0 3x+2=-4
3x=2 3x= -6 Reste 2
x =3 x=-2 Divida entre 3

Entonces el conjunto solucién es
{rlx=-2 o x=% = (~c0,~2] U[3.00)
El conjunto estd graficado en la Figura 10.
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V¥ Modelado con desigualdades

Modelar problemas practicos lleva a desigualdades porque con frecuencia estamos interesa-
dos en determinar cudndo una cantidad es mayor (0 menor) que otra.



SECCION 1.7 | Desigualdades 79

EJEMPLO 8 | Boletos para carnaval

Un carnaval tiene dos planes para boletos

Plan A: Cuota de $5 la entrada y $0.25 cada juego mecdnico

Plan B: Cuota de $2 la entrada y $0.50 cada juego mecanico
(Cudntos juegos mecdnicos tendria que tomar para que el Plan A sea menos costoso que el
Plan B?
SOLUCION Identifique la variable. Nos piden el niimero de viajes en juego meca-
nico para el cual es menos costoso que el Plan B. Por lo tanto, hacemos

X = ndmero de viajes en juego mecanico

Convierta las palabras en algebra. La informacion del problema puede organizarse
como sigue.

En palabras En algebra
Numero de viajes X

Costo con Plan A 5+ 0.25x
Costo con plan B 2 + 0.50x

Formule el modelo. A continuacién formulamos el modelo.

costo con - costo con
Plan A Plan B

5+ 0.25x <2 + 0.50x
Resuelva. A continuacion despejamos x.
3+ 0.25x < 0.50x Reste 2
3<0.25x Reste 0.25x
12 <x Divida entre 0.25
Entonces, si usted piensa tomar mds de 12 viajes, el Plan A es menos costoso.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 107 |

EJEMPLO 9 | Relacién entre escalas Fahrenheit y Celsius

Las instrucciones en una botella de medicina indican que la botella debe conservarse a una
temperatura entre 5°C y 30°C. ;Qué intervalo de temperaturas corresponde en una escala
Fahrenheit?

SOLUCION  La relacién entre grados Celsius (C) y grados Fahrenheit (F) estd dada
por la ecuacién C = g(F — 32). Expresando el enunciado de la botella en términos de
desigualdades, tenemos

5<C<30
Entonces las temperaturas Fahrenheit correspondientes satisfacen las desigualdades
5<3(F —32) <30 Sustituya C=3(F—32)

%- S<F-32< %- 30 Multiplique por 2

I<F —32<54 Simplifique
9+ 32 < F <54+ 32 Sume 32
41 < F < 86 Simplifique

La medicina debe conservarse a una temperatura entre 41°F y 86°F.
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1.7 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Llene el espacio en blanco con un signo de desigualdad apro-
piado.

(a) Six<5,entoncesx —3 ___ 2.
(b) Six =S5, entonces 3x _____ 15.
(¢c) Six=2,entonces —3x____ —6.
(d) Six < —2,entonces —x____ 2.

2. ;Verdadero o falso?

(a) Six(x + 1) > 0, entonces x y x + 1 son ambos positivos o
ambos negativos.

(b) Six(x + 1) > 5, entonces x y x + 1 son cada uno mayores a 5.

3. (a) La solucién de la desigualdad | x| = 3 es el intervalo

(b) La solucién de la desigualdad | x| = 3 es una uni6n de dos
intervalos U

4. (a) El conjunto de todos los puntos sobre la recta real cuya dis-
tancia desde cero es menor a 3 puede ser descrito por la des-
igualdad de valor absoluto | x|

(b) EI conjunto de todos los puntos sobre la recta real cuya dis-
tancia desde cero es mayor a 3 puede ser descrito por la
desigualdad de valor absoluto | x |

HABILIDADES

5-10 m Sea S = {2, —1,0,3, 1, V2, 2, 4}. Determine cudles ele-
mentos de S satisfacen la desigualdad.

5.3-2x=!
T.1<2x—4=<7

1
2

6. 2x — 1 =x

8. 2=3-x<2

9. 10. x> +2 <4

=

==

11—-34 m Resuelva la desigualdad lineal. Exprese la solucién
usando notacién de intervalos y grafique el conjunto solucién.

11. 2x =7 12. —4x =10

13. 2x — 5>3 14. 3x + 11 <5

15.7—x=5 16. 5 —3x= —16

17. 2x + 1 <0 18. 0 <5 — 2x

19. 3x + 11 =6x + 8 20. 6 —x=2x+9

2L ix—-3>2 22, Zx+1<i—2x

23, 4x+2<ix-—1 24.2—lx=t+x

25. 4 —3x = —(1 + 8x) 26. 2(7x — 3) = 12x + 16

27.2=x+5<4 28. 5=3x—4=14

29, —1<2x—5<7 30. 1<3x+4=16

31 —2<8-2x=-1 2. 3=x+7=1

g L2132 L 4-3x 1
6 12 3 2 5 4

35—72 m Resuelva la desigualdad no lineal. Exprese la solucién
usando notacién de intervalos y grafique el conjunto solucién.

3B (x+2)x—3)<0 36. (x —5)(x+4)=0
37. x2x +7) =0 38. x(2-3x) =0
39. x2—3x—18=0 40. x> +5x+6>0
® 41 22 +x=1 42, ><x+2
43. 3x> —3x <2x>+ 4 44, 5x> +3x=3x2+2
45. x* > 3(x + 6) 46. x> +2x>3
47. x> < 4 48. x> =9
49. (x +2)x — (xr—3)=0
50. (x —5)x—2)(x+1)>0
51 (x —4)(x +2)°<0 52. (x+3)(x+1)>0
T3 (-2 (x—3)x+1)=0
54. (¥ - 1)=0
55. x3 —4x>0 56. 16x < x°
-3 2x + 6
57. 2= 58. 2 <0
x+1 x—2
4 +1
~59, 59 60. —2 <™
2x +3 X —
2x + 1 3+x
61. = 62. =1
x—5 3 -
63. 1 <» 64. —— > 3x
X x+ 1
2 2 3 4
65. 1 + =— 66. -——=1
x + 1 X x— 1 X
6 6 5
67. — 2= 68. > = t4
x—1 X 2 x+1
x+2 x-—1 1 1
69. 70. =0
x+3 x—2 x+1 x+2
71. x* > x? 72. x° > x?

73—88 m Resuelva la desigualdad con valor absoluto. Exprese la res-
puesta usando notacién de intervalos y grafique el conjunto solucién.

73. [x| =4 74. |3x| <15

75. |2x| >7 76. 3| x| =1

77. |x—5] =3 78. |x+ 1] =1
®.79. [2x - 3] =04 80. [5x — 2| <6
8L |3x—-2|=5 82. [8x + 3| > 12
~ .83, x72‘<2 84. x+1’24

3 2
85. |x + 6] < 0.001 86.3— |2x+4| =1

87.8—|2x—1|=6 88. 7|x+2| +5>4

88—92 m Se da una frase que describe un conjunto de nimeros rea-
les. Exprese la frase como una desigualdad que contenga un valor
absoluto.

89. Todos los nimeros reales x menos 3 unidades desde 0



90. Todos los niimeros reales x mas 2 unidades desde 0
91. Todos los ntimeros reales x menos 5 unidades desde 7
92. Todos los niimeros reales x como maximo 4 desde 2

93—98 m Se grafica un conjunto de nimeros reales. Encuentre una
desigualdad que contenga un valor absoluto que describa el con-
junto.

93, b ————t
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
4. e e R B e S
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
95, ——
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
96. ot ——f——f———+—0 >
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
97. b ————t—t—+ >

-5-4-3-2-101 2 3 45

98, O O]
-5-4-3-2-101 2 3 4 5

Y

99—102 m Determine los valores de la variable para la cual la ex-
presion estd definida como nimero real.

99. V16 — 9x? 100. V3x2 — 5x + 2

1 12 1 —
101. (27) 102. =
x“—=5x— 14

2+ x
103. De la desigualdad despeje x, suponiendo que a, b y ¢ son
constantes positivas.

(@) a(bx — ¢) = be

(b) a=bx+c<2a

104. Suponga que a, b, ¢ y d son nimeros positivos tales que

a C
7<7
b d
D ‘ a<a+c<c
emuestre que — .
R A

APLICACIONES

©105. Escalas de temperatura Use la relacién entre Cy F
dada en el Ejemplo 9 para hallar el intervalo en la escala
Fahrenheit correspondiente al intervalo de temperatura

20 = C = 30.

106. Escalas de temperatura ;Cudl intervalo en la escala
Celsius corresponde al intervalo de temperatura 50 = F' =
95?

©.107. Costo de renta de un auto Una compaiifa de renta de
autos ofrece dos planes para renta de un auto.

Plan A:  $30 por dia y $0.10 por milla
Plan B:  $50 por dia con kilometraje ilimitado

108. Costo de llamadas de larga distancia Una compafifa
telefonica ofrece dos planes de llamadas de larga distancia.

Plan A:  $25 por mes y $0.05 por minuto
Plan B:  $5 por mes y $0.12 por minuto

(Para cudntos minutos de llamadas de larga distancia serfa
financieramente ventajoso el Plan B?
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109. Costo de manejar un auto Se estima que el costo
anual de manejar cierto auto nuevo estd dado por la formula

C = 0.35m + 2200

donde m representa el nimero de millas recorridas por afio y

C es el costo en dolares. Juana compré ese auto y decide pre-
supuestar entre $6400 y $7100 para costos de manejo del aiio
siguiente. (Cudl es el intervalo correspondiente de millas que
ella puede manejar su nuevo auto?

110. Temperatura del aire Cuando el aire asciende, se dilata
y, al dilatarse, se enfria a razén de alrededor de 1°C por cada
100 metros de ascenso hasta unos 12 km.

(a) Si la temperatura del suelo es de 20°C, escriba una
férmula para la temperatura a una altura h.

(b) ;Qué intervalo de temperaturas se puede esperar si un
avion despega y alcanza una altitud maxima de 5 km?

111. Precio de boleto en una aerolinea Una aerolinea
que hace vuelos especiales encuentra que, en sus vuelos de sa-
bados de Filadelfia a Londres, los 120 asientos se venderan si
el precio es de $200. No obstante, por cada aumento de $3 en el
precio del boleto, el nimero de asientos disminuye en uno.

(a) Encuentre una férmula para el nimero de asientos vendi-
dos si el precio del boleto es de P ddlares.

(b) Durante cierto periodo, el nimero de asientos vendidos
para este vuelo variaban entre 90 y 115. ;Cudl era la va-
riacion correspondiente de precios de boletos?

112. Precisién de una bascula Un comerciante de café
vende a un cliente 3 1b de café Hawaiian Kona a $6.50 por li-
bra. La bdscula del comerciante es precisa con variacién no
mayor de £0.03 Ib. ;Cudnto podria habérsele cobrado de mds
o de menos al cliente por la posible imprecision de la bascula?

113. Gravedad La fuerza gravitacional F ejercida por la Tierra
sobre un cuerpo que tiene una masa de 100 kg esta dada por la
ecuacion

4,000,000
F = —r
donde d es la distancia (en km) del objeto desde el centro de
la Tierra, y la fuerza F' se mide en newtons (N). ;Para qué dis-
tancias serd entre 0.0004 N y 0.01 N la fuerza gravitacional
ejercida por la Tierra sobre este cuerpo?

114. Temperatura de una fogata En la cercania de una fo-
gata, la temperatura 7 en °C a una distancia de x metros del
centro de la fogata estd dada por

_ 600,000
x? + 300
(A qué intervalo de distancias desde el centro de la fogata era
la temperatura menor a 500°C?

L
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115.

116.

117.

118.
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Una pelota en caida Usando cilculo, se puede demostrar
que si una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba con
una velocidad inicial de 16 pies/s desde lo alto de un edificio
de 128 pies de alto, entonces su altura & sobre el suelo 7 se-
gundos después serd

h =128 + 16t — 167

(Durante qué intervalo de tiempo estard la pelota al menos a
32 pies sobre el suelo?

—)

EEEEEEEEEE
EEEEEEEEHE|

Rendimiento de gasolina El rendimiento de gasolina g
(medido en millas/gal) para un auto en particular, manejado a
v mi/h, estd dado por la férmula g = 10 + 0.90 — 0.0117,
mientras v esté entre 10 mi/h y 75 mi/h. ;Para qué intervalo de
velocidades el rendimiento del vehiculo serd de 30 mi/gal o
mejor?

Distancia de parada Para cierto modelo de auto, la dis-
tancia d requerida para parar el vehiculo si estd corriendo a
v mi/h estd dada por la férmula

2
v
d=v+ —
20
donde d se mide en pies. Kerry desea que su distancia de pa-
rada no rebase los 240 pies. ;A qué intervalo de velocidades
puede manejar ella?

}<7 240 pies—>|

Utilidades de un fabricante Si un fabricante vende
x unidades de cierto producto, el ingreso R y el costo C (en
ddlares) estan dados por

R = 20x

C = 2000 + 8x + 0.0025x>
Utilice el hecho de que

utilidad = ingreso — costo

para determinar cudntas unidades debe vender el fabri-
cante para disfrutar de una utilidad de al menos $2400.

119.

120.

121.

Cercar un jardin Una jardinera tiene 120 pies de
cerca resistente a venados. Ella desea encerrar un jardin
rectangular de verduras en su patio trasero, y que el
drea encerrada sea al menos de 800 pies®. ;Qué inter-
valo de valores es posible para la longitud de su jardin?

Grueso de un laminado Una compaiiia fabrica la-
minados industriales (hojas delgadas con base de nylon)
de 0.020 pulgadas de grosor, con una tolerancia de
0.003 pulgadas.

(a) Encuentre una desigualdad que contenga valores
absolutos que describa el intervalo del posible
grueso para el laminado.

(b) Resuelva la desigualdad que haya encontrado en la
parte (a).

i0.0ZO pulg.

f

Intervalo de estatura El promedio de estatura de
hombres adultos es de 68.2 pulgadas y 95% de ellos
tiene una estatura /i que satisface la siguiente desigual-
dad

‘h — 68.2

‘52
2.9

Resuelva la desigualdad para hallar el intervalo de esta-
turas.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

122.

123.

124.

iLas potencias preservan el orden? Sia < b,
(a* < b*? (Verifique valores positivos y negativos para
ayb.)Sia<b,;a> < b*?Con base en sus observacio-
nes, exprese una regla general acerca de la relacién en-
tre "y b" cuando a < b y n es un entero positivo.

{Qué esta mal aqui? Es tentador tratar de resolver
una desigualdad como si fuera una ecuacién. Por ejem-
plo, podriamos tratar de resolver 1 < 3/x multiplicando
ambos lados por x, para obtener x < 3, de modo que la
solucidn seria (—oo, 3). Pero eso estd mal; por ejemplo,
x = —1 estd en el intervalo pero no satisface la des-
igualdad original. Explique por qué este método no fun-
ciona (piense en el signo de x). A continuacién resuelva
correctamente la desigualdad.

Uso de distancias para resolver desigualdades de
valor absoluto Recuerde que|a — b|es la distancia

entre a y b en la recta numérica. Para cualquier nime-

ro x, ;qué representan |x — 1| <<|x — 3|? Use esta inter-
pretacién para resolver la desigualdad |x — 1| <|x — 3|
geométricamente. En general, si a < b, jcuadl es la solu-
cion de la desigualdad |x — a|<|x — b|?
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1.8 GEOMETRIA DE COORDENADAS

El plano cartesiano recibe ese nombre
en honor al matematico francés René
Descartes (1596—1650), aun cuando
otro francés, Pierre Fermat

(1601 —1665), inventd los principios de
geometria de coordenadas al mismo
tiempo. (Vea sus biograffas en las pagi-

nas 181y 99.)

Aun cuando la notacién para un punto
(a, b) es la misma que la notacién para
un intervalo abierto (a, b), el contexto

debe dejar claro cudl significado se

persigue.

El plano coordenado P> Las formulas para distancia y punto medio
P> Graficas de ecuaciones con dos variables P Puntos de interseccion
P Circulos > Simetria

El plano coordenado es el vinculo entre el dlgebra y la geometria. En el plano coordenado
podemos trazar graficas de ecuaciones algebraicas. Las gréficas, a su vez, nos permiten
“ver” la relacién entre las variables de la ecuacién. En esta seccién estudiamos el plano
coordenado.

V El plano coordenado

En la misma forma en que puntos sobre una recta pueden ser identificados con nimeros
reales para formar la recta coordenada, los puntos en un plano se pueden identificar con
pares ordenados de nimeros para formar el plano coordenado o plano cartesiano. Para
hacer esto, trazamos dos rectas reales perpendiculares que se cruzan en 0 en cada recta. Por
lo general, una recta es horizontal con direccién positiva a la derecha y se llama eje x; la
otra recta es vertical con direccidn positiva hacia arriba y se denomina eje y. El punto de
interseccién del eje x y el eje y es el origen O, y los dos ejes dividen el plano en cuatro
cuadrantes, marcados I, I, IIl y IV en la Figura 1. (Los puntos sobre los ejes coordenados
no se asignan a ningun cuadrante.)

A YA
\
+ Pl(a,b
)
\
|1
1 \
‘ 1
T | ! (5,007
IR S B >
o| a X 0 X
III { IV =T
1 Qf—ﬁ
T |
FIGURA 1 FIGURA 2

Cualquier punto P del plano coordenado puede ser localizado por un par ordenado de
nimeros (a, b), como se muestra en la Figura 1. El primer nimero a se llama coordenada
x de P; el segundo nimero b se llama coordenada y de P. Podemos considerar las coorde-
nadas de P como su “direccién”, porque especifican su ubicacién en el plano. Varios puntos
estan marcados en la Figura 2.

EJEMPLO 1 | Graficar regiones en el plano coordenado

Describa y trace las regiones dadas por cada conjunto.

@ {(xy)|x=0} (b) {(x.y)|y=1} © {Gy) [yl <1}

SOLUCION
(a) Los puntos cuyas coordenadas x son 0 o positivos se encuentran sobre el eje y o a la
derecha del mismo, como se ve en la Figura 3(a).

(b) El conjunto de todos los puntos con coordenada y = 1 es una recta horizontal que estd
una unidad arriba del eje x, como se ve en la Figura 3(b).
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Coordenadas como direcciones
Las coordenadas de un punto en el
plano xy determinan de manera Unica
su ubicacion. Podemos considerar las
coordenadas como la “direccion” del
punto. En Salt Lake City, Utah, las direc-
ciones de casi todos los edificios estan
de hecho expresadas como coordena-
das. La ciudad esta dividida en cua-
drantes con la Calle Principal como eje
vertical (Norte—Sur) y la Calle del Tem-
plo S.como eje horizontal
(Oriente—Poniente). Una direccién
como

1760 W 2100S

indica una ubicacién a 17.6 manzanas
al poniente de la Calle Principal y 21

manzanas al sur de la Calle del Templo S.

(Esta es la direccién de la oficina prin-
cipal de correos en Salt Lake City.) Con
este sistema l6gico es posible que al-
guien no familiarizado con la ciudad
pueda localizar de inmediato cualquier
direccion, tan facil como uno localiza
un punto en el plano coordenado.

J 500 North St.

?

S.Temple St. @

[ A 4th South St.
—_ kWS @® |
S =8 S |l
= #F % 1% oth South st.
Z z z

13th South St.

\ 7, 17th South St.

21st South St.

et

IS Ised yiL

“ls

Post Office
1760 W 2100 S

(¢) Recuerde, de la Seccion 1.7, que

ly] <1 siy sélo si -1<y<l1

Entonces la region dada estd formada por los puntos del plano cuyos ejes coordenados
yestdn entre —1 y 1. Por lo tanto, la regién dada consta de todos los puntos que estin
entre (pero no sobre) las rectas horizontales y = 1 y y = —1. Estas rectas se muestran
como lineas interrumpidas en la Figura 3(c) para indicar que los puntos sobre estas
rectas no estdn en el conjunto.

y y y
| =t
+ + 0 L + + O + + e O 2]
1 il Rl
(a)x=0 by=1 © ]yl <1
FIGURA 3
“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 23,25 Y 29 |

V Las formulas para distancia y punto medio

A continuacién encontramos una férmula para la distancia d(A, B) entre dos puntos A(x;, y;)
y B(x,, y,) del plano. Recuerde de la Seccién 1.1 que la distancia entre los puntos @ y b en
una recta numérica es d(a, b) = | b — a|. Entonces, de la Figura 4, vemos que la distancia
entre los puntos A(x;, y;) y C(x,, y,) sobre una recta horizontal debe ser |x, — x, |, y la dis-
tancia entre B(x,, y,) y C(x,, y,) sobre una recta vertical debe ser |y, — y, |.

y
B(x,,
y 1 (X2, ¥2)
[y = »i
TTA(x, M); Clxz, 31)
0 X, X

FIGURA 4

Como el tridngulo ABC es un tridngulo rectdngulo, el Teorema de Pitdgoras da

d(A,B) = \/|x2 - X |2 + [y —w |2 = \/(Xz - Xl)z + (- y1)2

FORMULA PARA DISTANCIAS
La distancia entre los puntos A(x,,y;) y B(x,,y,) en el plano es

d(A,B) = V(x, — ) + (v, — »1)°

EJEMPLO 2 | Aplicar la férmula para distancias
(Cudl de los puntos P(1,—2) o Q(8, 9) estd mds cercano al punto A(S, 3)?
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y SOLUCION  Por la Férmula para distancias tenemos
20189
8 Y. d(P,A) = V(55— 172+ [3—(-2)P = V& + 5 = V4l
6 / d(0.A) = V(5 —8)2+ (3—9)2= V(=3)> + (=6)> = V45
/
4 // Esto demuestra que d(P, A) < d(Q, A), de modo que P estd mds cercano a A (vea Figura 5).
) 2453 & _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 33 |
//
ol 21 — é — Ahora encontremos las coordenadas (x, y) del punto medio M del segmento de recta que
) o une al punto A(x,, y;) al punto B(x,, ¥,). En la Figura 6 observe que los tridngulos APM y
P(1,-2) MQB son congruentes porque d(A, M)= d(M, B) y los dngulos correspondientes son igua-
les.
FIGURA 5 YA Bl )
2> )2

Punto medio ~
M()C, y) Q
Alxy, 1) i ? A

 p
| |

I X — X |

=Y

FIGURA 6 0

Se deduce que d(A, P) = d(M, Q), por lo que

X — X = X — X

X+ x
Despejando x de esta ecuacién obtendremos 2x = x; + x,, por lo que x = ! 2
ity
2

mismo modo, y =

FORMULA DEL PUNTO MEDIO

El punto medio del segmento de recta de A(x;, y,) al punto B(x,, y,) es
<x1 tx ot )’2>
2 72

EJEMPLO 3 | Aplicar la férmula del punto medio

Demuestre que el cuadrildtero con vértices P(1, 2), Q(4, 4), R(5, 9) y S(2, 7) es un parale-
logramo al probar que sus diagonales se bisecan entre si.

SOLUCION Si las dos diagonales tienen el mismo punto medio, entonces deben bise-
carse entre si. El punto medio de la diagonal PR es

(Les229)_(5,11)
27 2 T2
y el punto medio de la diagonal QS es
44+24+7\ 11
( 2 7 2 ) - (3’ 2)
de modo que cada diagonal biseca a la otra, como se ve en la Figura 7. (Un teorema de
geometria elemental dice que el cuadrildtero es por lo tanto un paralelogramo.)

® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 37

FIGURA 7
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Principio fundamental de la
Geometria Analitica

Un punto (x, y) estd sobre la grafica de
una ecuacion si y sélo si sus coordena-
das satisfacen la ecuacion.

VA /
4
=2 -3
0 3 X
/
FIGURA 8

En el Capitulo 10 se presenta una dis-
cusion detallada de pardbolas y sus
propiedades geométricas.

YA
\\ /

T T =22

\ 1./ N

-4 0 4 | X

FIGURA 9

V Graficas de ecuaciones con dos variables

Una ecuacién con dos variables, por ejemplo y = x* + 1, expresa una relacién entre dos
cantidades. Un punto (x, y) satisface la ecuacion si hace verdadera a la ecuacién cuando los
valores para x y y son sustituidos en la ecuacion. Por ejemplo, el punto (3, 10) satisface la ecua-
ciény = x* + 1 porque 10 = 3* + 1, pero el punto (1, 3) no la satisface porque 3 # 1> + 1.

LA GRAFICA DE UNA ECUACION

La grafica de una ecuacién en x y y es el conjunto de todos los puntos (x, y) del
plano de coordenadas que satisface la ecuacion.

La grifica de una ecuacién es una curva, de manera que para graficar una ecuacién loca-
lizamos tantos puntos como podamos y a continuacién los enlazamos con una curva sin
cambios bruscos de direccion.

EJEMPLO 4 | Trazar una gréfica localizando puntos
Trace la gréfica de la ecuacién 2x — y = 3.

SOLUCION  Primero despejamos y de la ecuacién dada para obtener
y=2x—3
Esto nos ayuda a calcular las coordenadas y en la tabla siguiente.

x y=2x-3 (x,y)
-1 -5 (—1,-5)
0 -3 (0, -3)
1 -1 (1,—1)
2 1 2.1)
3 3 (3.3)
4 5 (4,5)

Desde luego que hay un infinito de puntos y es imposible localizarlos todos, pero, cuantos
mds puntos localicemos, mejor podemos imaginar el aspecto de la grafica representada por
la ecuacién. Localizamos los puntos hallados en la Figura 8; parecen encontrarse sobre una
recta, por lo cual completamos la gréfica al unir los puntos con una recta. (En la Seccién
1.10 verificamos que la grafica de esta ecuacion es en verdad una recta.)

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 59 |

EJEMPLO 5 | Trazar una gréfica al localizar puntos
Trace la gréfica de la ecuacién y = x* — 2.

SOLUCION  En la tabla siguiente encontramos algunos de los puntos que satisfacen la
ecuacién. En la Figura 9 localizamos estos puntos y luego los conectamos por medio de
una curva sin cambios bruscos de direccion. Una curva con esta forma recibe el nombre
de pardbola.

x y=x>-2 (x,y)
-3 7 (=3,7)
-2 2 (—2,2)
-1 -1 (-1,-1)
0 2 0, -2)
1 -1 (1,—1)
2 2 2,2)
3 7 (3,7)
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 [ |
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EJEMPLO 6 | Grafica de una ecuacién con valor absoluto

Trace la gréfica de la ecuacién y = | x]|.

SOLUCION  Hacemos una tabla de valores:
A
j x y = |x| (x.y)
-3 3 (=3,3)
2 y=|x]| -2 2 (=2,2)
-1 1 (-1,1)
N 0 0 (0,0)
T ol T T 1 1 (1,1)
‘ ‘ ‘ ‘ 2 2 (2,2)
FIGURA 10 3 3 (3.3)
En la Figura 10 localizamos estos puntos y los usamos para trazar la grifica de la ecua-
cion.
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 75 |

V¥ Puntos de interseccion

Las coordenadas x de los puntos donde una gréfica interseca al eje x reciben el nombre de
puntos de interseccion x de la grifica y se obtienen al hacer y = 0 en la ecuacién de la
gréfica. Las coordenadas y de los puntos donde una grifica interseca al eje y se denominan
puntos de interseccion y de la grifica y se obtienen al hacer x = 0 en la ecuacién de la

gréfica.

DEFINICION DE PUNTOS DE INTERSECCION
Puntos de interseccion

Puntos de interseccion x:

Las coordenadas x de los puntos donde la
gréfica de una ecuacién interseca al eje x

Puntos de interseccion y:

Las coordenadas y de los puntos donde la
grafica de una ecuacion interseca al eje y

Como hallarlos

Hagay =0y
despeje x

Hagax =0y
despeje y

En dénde estan sobre la grafica

y

QA X

EJEMPLO 7 | Hallar puntos de interseccion

Encuentre los puntos de interseccién x y y de la ecuacién y = x* — 2.

SOLUCION

Para hallar los puntos de interseccién x, hacemos y = 0 y despejamos x. Asi,

0:
x? =

X =

x>=2
2
+V2

Haga y = 0
Sume 2 a cada lado

Tome la raiz cuadrada

Los puntos de interseccién x son V2 y —V/2.
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VA
P(x, y)
0 ¥
FIGURA 12

Para hallar los puntos de interseccion y, hacemos x = 0 y despejamos y. Asi,
y=02-2 Haga x = 0
y=-2

El punto de interseccién y es —2.
La gréfica de esta ecuacidn se trazé en el Ejemplo 5. Se repite en la Figura 11 con los
puntos de interseccion x y y marcados.

y=x*-2

Puntos de
interseccion x

Punto de
interseccion y

FIGURA 11

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65 |

V Circunferencias

Hasta este punto, hemos estudiado cémo hallar la grifica de una ecuacién en x y y. El pro-
blema inverso es hallar una ecuacién de una grafica, es decir, una ecuacién que represente
una curva determinada en el plano xy. Esa ecuacién queda satisfecha por las coordenadas
de los puntos sobre la curva y por ningtin otro punto. Esto es la otra mitad del principio
fundamental de la geometria analitica formulado por Descartes y Fermat. La idea es que si
una curva geométrica puede ser representada por una ecuacion algebraica, entonces las re-
glas de dlgebra se pueden usar para analizar la curva.

Como ejemplo de este tipo de problema, encontremos la ecuacién de una circunferencia
con radio r y centro (h, k). Por definicién, la circunferencia es el conjunto de todos los
puntos P(x, y) cuya distancia desde el centro C(h, k) es r (vea Figura 12). Por lo tanto, P
estd sobre la circunferencia si y s6lo si d(P, C)= r. De la férmula para distancias tenemos

Vi —h2+ -k =r

(x — h)2 +(y — k)2 =r? Eleve al cuadrado cada lado

Esta es la ecuacién deseada.

ECUACION DE UNA CIRCUNFERENCIA
Una ecuacién de la circunferencia con centro (k, k) y radio r es
(x—h)2+(y—k)2=r2

Esta se llama forma ordinaria para la ecuacion de la circunferencia. Si el centro
de la circunferencia es el origen (0, 0), entonces la ecuacidn es

X2+ y2 =2

EJEMPLO 8 | Grafica de una circunferencia
Grafique cada ecuacion.

(@) x2+y2 =25 () (x =2+ (y+1)>=25



SECCION 1.8 | Geometria de coordenadas 89

SOLUCION

(a) Reescribiendo la ecuacién como x* + y* = 5% vemos que ésta es una ecuacién de la
circunferencia de radio 5 con centro en el origen. Su grafica se ilustra en la Figura 13.
(b) Reescribiendo la ecuacién como (x — 2)* + (y + 1)? = 5% vemos que ésta es una

ecuacién de la circunferencia de radio 5 con centro en (2, —1). Su grifica se ilustra en
la Figura 14.

yA
0 o X
(2,-1)
(x =22+ (y+1?*=25
FIGURA 13 FIGURA 14
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EJEMPLO 9 | Hallar una ecuacion de una circunferencia

(a) Encuentre la ecuacién de la circunferencia con radio 3 y centro (2, —5).

(b) Encuentre la ecuacién de la circunferencia que tiene los puntos P(1, 8) y Q(5, —6)
como los puntos extremos de un didmetro.

SOLUCION

FIGURA 15

(a) Usando la ecuacién de la circunferencia con r = 3, h = 2y k = —5, obtenemos
(x—2)2+(y+5)2=9
La gréfica se muestra en la Figura 15.

(b) Primero observamos que el centro es el punto medio del didmetro PQ, de modo que,
por la Férmula del Punto Medio, el centro es

(1 ;5’856) —6)

El radio r es la distancia de P al centro, y por la Férmula para Distancias,
rP=0B-17+1-8)2=2+(-7)7=53

Por lo tanto, la ecuacion de la circunferencia es

(x =32+ (y—1)2 =53 (x=3P+(-1)72=53
FIGURA 16 La gréfica se muestra en la Figura 16.
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Desarrollemos la ecuacién de la circunferencia del ejemplo precedente.
(x=3) +(—-1)7*=53 Forma ordinaria
xX2—6x+9+y2—2y+1=253 Desarrolle los cuadrados
x> —6x +y2—2y =43 Reste 10 para obtener forma desarrollada
Suponga que nos dan la ecuacién de una circunferencia en forma desarrollada. Entonces,
Completar el cuadrado se usa en mu- para hallar su centro y radio, debemos regresar la ecuacién a su forma ordinaria. Eso sig-
chos contextos en dlgebra. En la Sec- nifica que debemos invertir los pasos del calculo precedente y, para hacerlo, necesitamos

cién 1.5 usamos completar el cuadrado  saber qué sumar a una expresion como x* — 6x para hacerla un cuadrado perfecto, es decir,
para resolver ecuaciones cuadrdticas. necesitamos completar el cuadrado, como en el ejemplo siguiente.
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@ Debemos agregar los mismos nu-
meros a cada lado para mantener la
igualdad.

FIGURA 17

EJEMPLO 10 | Identificar una ecuacién de un circulo

Demuestre que la ecuacién x* + y> + 2x — 6y + 7 = 0 representa una circunferencia, y
encuentre el centro y el radio.

SOLUCION  Primero agrupamos los términos en x y en y. A continuacién completa-
mos el cuadrado para x* + 2y al sumar (% . 2)2 = 1, y completamos el cuadrado para
y* — 6y al sumar [+ (—6)]* =

(x* + 2x )+ (»* — 6y )= -7 Agrupe términos

Complete el cuadrado al

2 2 _ = —
(e + 20 + 1)+(y 6y +9) THIAY sumar 1y 9 a cada lado
(x+ 1)+ (y—3)7=3 Factorice y simplifique

Comparando esta ecuacién con la ecuacién ordinaria de una circunferencia, vemos que
h=—1,k=3yr= V3, de modo que la ecuacién dada representa una circunferencia
con centro (—1, 3) y radio V3.
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V Simetria

La Figura 17 muestra la gréfica de y = x°. Nétese que la parte de la grafica a la izquierda
del eje y es la imagen espejo de la parte a la derecha del eje y. La razén es que si el punto
(x, y) estd en la gréfica, entonces también estd (—x, y), y estos puntos son reflexiones uno
del otro respecto del eje y. En esta situacion decimos que la grafica es simétrica con res-

DEFINICION DE SIMETRIA

Tipo de
simetria

Simetria con respecto
al eje x

Simetria con respecto
al eje y

Simetria con respecto
al origen

Como probar si Qué aspecto tiene la grafica
hay simetria (figuras en esta seccion) Significado geométrico
La ecuacién no Yy La grafica no cambia
cambia cuando y x5 cuando se refleja en
es sustituida por —y el eje x
0 X
(x9 _y)

(Figuras 13, 18)

La ecuacién no YA La grafica no cambia
cambia cuando x cuando se refleja en
es sustituida por —x (=%, ) (x,y) el eje y

VAN

(Figuras 9, 10, 11, 13, 17)

La ecuacién no y La gréfica no cambia
cambia cuando x (x,y) cuando gira 180°
es sustituida por —x alrededor del origen
y y por -y 0 -
X
(_X, -y )

(Figuras 13, 19)




FIGURA 18

f (2.5, —6.875)
(1.5, —10.125)

FIGURA 19
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pecto al eje y. Del mismo modo, decimos que una grafica es simétrica con respecto al eje x
si siempre que el punto (x, y) esté en la grafica, entonces también lo estard (x, —y). Una
gréfica es simétrica con respecto al origen si siempre que (x, y) esté en la gréfica, también
lo estard (—x, —y).

Los ejemplos restantes de esta seccion muestran como la simetria nos ayuda a trazar las
gréficas de ecuaciones.

EJEMPLO 11 | Usar simetria para trazar una grafica
Pruebe la simetria de la ecuacién x = y* y trace la gréfica.
SOLUCION  Siy es sustituida por —y en la ecuacién x = y?, obtenemos

2 Sustituya y por —y

x=(=y)
X = y2 Simplifique

y por lo tanto la ecuacién no cambid. En consecuencia, la grafica es simétrica respecto al
eje x. Pero cambiar x por —x da la ecuacién —x = y?, que no es la misma que la ecuacién
original, de modo que la grafica no es simétrica alrededor del eje y.

Usamos la simetria respecto al eje x para trazar la grafica al localizar primeramente los
puntos justo para y > 0 y a continuacién reflejar la gréfica en el eje x, como se ve en la
Figura 18.

y x=y? (x )
0 0 (0,0)
1 1 (1,1)
2 4 (4,2)
3 9 (9,3)
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EJEMPLO 12 | Usar simetria para trazar una grafica
Pruebe la simetrfa de la ecuacién y = x* — 9x y trace su gréfica.
SOLUCION  Si sustituimos x por —x y y por —y en la ecuacién, obtenemos
-y = (—x)3 - 9(—x) Sustituya x por —x 'y y por —y
—y=—x’+ 9% Simplifique
y=x>—9x Multiplique por —1

y asi la ecuacién no cambia. Esto significa que la gréfica es simétrica con respecto al origen.
La trazamos al localizar primero puntos para x > 0 y luego usando simetria alrededor del
origen (vea Figura 19).

x y=x>—9x (%, y)

0 0 (0,0)

I -3 (1,-8)

15 | —10125 | (1.5, —10.125)
~10 (2, —10)

25 —6.875 (2.5, —6.875)

3 0 (3,0)

4 28 (4,28)
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1.8 EJERCICIOS

CONCEPTOS 9. , 10. N
1. El punto que estd 3 unidades a la derecha del eje y y 5 unidades
abajo del eje x tiene coordenadas (___, )
2. La distancia entre los puntos (a, b) y (c, d) es 10 n - ,%/l -
Por lo tanto, la distancia entre (1, 2) y (7, 10) es
3. El punto medio entre (a, b) y (c, d) es
Asi que el punto medio entre (1, 2) y (7, 10) es
4. Si el punto (2, 3) estd sobre la gréfica de una ecuacién con x y y, 1. YA 12. Y4
entonces la ecuacidn se satisface cuando sustituimos x por
yypor . (El punto (2, 3) estd sobre la grifica de la ‘\3 ‘
ecuacion 2y = x + 1?7 N _ !
5. (a) Para hallar el (los) punto(s) de interseccion x de la gréfica de 0 ‘\\ x 0 > X
una ecuacion, igualamos ____a 0 y despejamos ] ]
Entonces, el punto de interseccién x de 2y = x + 1
es___
(b) Para hallar el (los) punto(s) de interseccién y de la grifica de 13-18 m Se grafica un par de puntos.
una ecuacion, igualamos ____a 0 y despejamos ____. (a) Localice los puntos en un plano de coordenadas.
Entonces, el punto de interseccion yde 2y = x + les___ . (b) Encuentre la distancia entre ellos.
6. La gréfica de la ecuacién (x — 1)* + (y — 2> = 9 es una (c) Encuentre el punto medio del segmento que los une.
circunferencia con centro (___, __ )yradio . 13. (0,8), (6, 16) 14. (-2,5),(10,0)
15. (=3, —6), (4,18) 16. (—1,—-1),(9.9)
17. (6, —2),(—6,2) 18. (0, —6), (5,0)
HABILIDADES 19. Trace el rectangulo con vértices A(1, 3), B(S, 3), C(1, —=3)y
7. Localice los puntos dados en un plano de coordenadas. Zgzin_gii(in un plano de coordenadas. Encuentre el drea del
(2.3),(=2,3), (45), (4, =5), (=4,5). (=4, =5) 20. Trace el paralelogramo con vértices A(1, 2), B(5, 2), C(3, 6) y
8. Encuentre las coordenadas de los puntos mostrados en la figura. D(7, 6) en un plano de coordenadas. Encuentre el drea del para-
lelogramo.
yA 21. Encuentre los puntos A(1, 0), B(5, 0), C(4, 3) y D(2, 3) en un
C‘ plano de coordenadas. Trace los segmentos AB, BC, CD y DA.
(Qué clase de cuadrildtero es ABCD y cudl es su drea?
22. Determine los puntos P(5, 1), Q(0, 6) y R(—5, 1) en un plano de
ip B coordlerfladas. (Dénde debe estar situado el punto S}para que el
-1 A cuadrilatero PORS sea un cuadrado? Encuentre el area de este
. cuadrado.
E 0 * 23—32 m Trace la region dada por el conjunto.
ool 1 3 {(wy) | v=3) 2. {(x) ]y < 3)
| ©25 {xy) |y =2} 26. {(x,y)|x=—1}
27. {(,)\l<x<2} 28. {(x,y)|0=y=4}
9-12 m Se grafica un par de puntos. {(.y)| x| >4} 30. {(x,y)||y| =2}
(a) Encuentre la distancia entre ellos. 31. {( ) x=1yy<3}

(b) Encuentre el punto medio del segmento que los une. 32. {(x.y)||x| =2y |y| =3}



4

? 4

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

4.

(Cudl de los puntos A(6, 7) o B(—5, 8) estd mds cercano al ori-
gen?

(Cudl de los puntos C(—6, 3) o D(3, 0) estd mds cercano al
punto E(—2, 1)?

(Cudl de los puntos P(3, 1) o
punto R(—1, —1)?

(—1, 3) estd mds cercano al

(a) Demuestre que los puntos (7, 3) y (3, 7) estdn a la misma
distancia del origen.

(b) Demuestre que los puntos (a, b) y (b, a) estdn a la misma
distancia del origen.

Demuestre que el tridngulo con vértices A(0, 2), B(—3, —1)y
C(—4, 3) es isosceles.

Encuentre el drea del tridngulo que se ve en la figura.

y
4 C
2
A B
-2 0 2 4 6 8 x
-2

Consulte el tridngulo ABC de la figura siguiente.

(a) Demuestre que el tridngulo ABC es rectangulo, usando para
ello el inverso del Teorema de Pitdgoras (vea pagina 219).

(b) Encuentre el drea del tridngulo ABC.

|
[\S)
(=]
[\)<>
~
o +
=Y

Demuestre que el tridngulo con vértices A(6, —7), B(11, =3)y
C(2, —2) es rectangulo, usando el inverso del Teorema de Pité-
goras. Encuentre el drea del tridngulo.

Demuestre que los puntos A(—2, 9), B4, 6), ((1, 0) y D(—5, 3)
son los vértices de un cuadrado.

Demuestre que los puntos A(—1, 3), B(3, 11) y ((5, 15) son coli-
neales, demostrando para ello que d(A, B) + d(B, C) = d(A, C).

Encuentre el punto sobre el eje y que es equidistante de los pun-
tos (5, =5)y (1, 1).

Encuentre las longitudes de las medianas del tridngulo con vér-
tices A(1, 0), B3, 6) y C(8, 2). (Una mediana es un segmento de
recta que va del vértice al punto medio del lado opuesto.)

45.

46.

47.

48.
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Localice los puntos P(—1, —4), (1, 1) y R(4, 2) en un plano de
coordenadas. ;Dénde debe estar situado el punto S de modo que
la figura PORS sea un paralelogramo?

Si M(6, 8) es el punto medio del segmento de recta AB y si A
tiene coordenadas (2, 3), encuentre las coordenadas de B.

(a) Trace el paralelogramo con vértices A(—2, —1), B(4, 2),
a7, 7)y D(1, 4).

(b) Encuentre los puntos medios de las diagonales de este para-
lelogramo.

(c¢) De la parte (b) demuestre que las diagonales se bisecan en-
tre si.

El punto M en la figura siguiente es el punto medio del seg-
mento de recta AB. Demuestre que M es equidistante de los vér-
tices del tridngulo ABC.

YA

B(0, b)

€(0,0) Ala, 0) x

49-52 m Determine si los puntos dados estdn sobre la gréfica de la
ecuacion.

49.
50.
51.

52.

x—2y—1=0;
y2+ 1) =1;
x2+xy+y2=4;

(0,0),(1,0), (=1, -1)
(1. 1), (L3) (-1, 5)
(0, =2), (1, =2), (2, —2)

. RN RWA%EY
Ty =1 (0’1)’(\@’\@)’( 2 ’2)

53-56 m Se da una ecuacidn y su grafica. Encuentre los puntos de
interseccion x y y.

53.

y = 4x — x? 54.

x
9

2
y
+=1
4

0|2 X



4

2 4

&

L

L

87. 22 +y2=9
89, (x— 32 +y2 =16
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57-76 m Haga una tabla de valores y trace la grafica de la ecua-
cién. Encuentre los puntos de interseccidon x y y y pruebe si hay
simetrfa.

57.y=—x+4 58.y=3x+3
59.2x—y=6 60. x +y=23

61. y=1—1x? 62. y=x>+2
63, 4y = x? 64. 8y = x°

65. y=x2-9 66. y =9 — x?
67. xy =2 68. y=Vx+4
69. y=V4—x 70. y = —\V4 — 32
71 x + y? = 72. x =y°?

73. y =16 — x* 74. x = |y|

J5. y =4 — | x| 76. y = |4 — x|

77-82 m Pruebe si hay simetria en cada ecuacion.
78. x =yt —y?
80. x*y* + x%? =

J7.y = xt 4+ x?
79. xH2+xy =1

81. y=x*+ 10x 82. y=x*+ |x|

83-86 m Complete la gréfica usando la propiedad de simetria dada.

83. Simétrica con respecto
al eje y.

84. Simétrica con respecto
al eje x.

YA

=<

85. Simétrica con respecto
al origen.

86. Simétrica con respecto
al origen.

A

87-92 m Encuentre el centro y radio de la circunferencia y trace su
gréfica.

88. x2+y2=5
90. x>+ (y—27 =4
9L (x +3P+(y—4P =25 92 (x + 1)+ (y+2?=36

93-100 m Encuentre la ecuacién de la circunferencia que satisfaga
las condiciones dadas.

‘93. Centro (2, —1); radio 3

® .97,

4

9.
95.
96.

Centro (—1, —4); radio 8
Centro en el origen;

Centro (—1, 5);

pasa por (4, 7)

pasa por (—4, —6)

Los puntos extremos de un didmetro son P(—1, 1)y O(5, 9)
98.
99.

100.

Los puntos extremos de un didmetro son P(—1, 3)y O(7, —5)
Centro (7, —3); tangente al eje x

La circunferencia estd en el primer cuadrante, tangente a los
ejesxyy; radio5

101—102 m Encuentre la ecuacién de la circunferencia de la figura.

101. 102.

103—108 m Demuestre que la ecuacion representa una circunferen-
cia, y encuentre el centro y radio.

103, x>+ y? —4x+ 10y + 13 =0

104. x> +y2+6y+2=0

105. x* + y> —3x +3y =3

106. x> + y> +5x + 2y + 15 =0

107. 2x2 +2y2 —3x =0

108. 3x2 + 3y’ + 6x —y=0

109—110 m Trace la regién dada por el conjunto.
109. {(x,y)|x* + y* =1}

110. {(x,y)|x* + y* >4}

111. Encuentre el drea de la regién que estd fuera de la circunferen-
cia x* + y* = 4 pero dentro de la circunferencia

XX+y—4y—-12=0

112. Trace la region del plano coordenado que satisface las des-
igualdades x* + y* = 9y y = | x| (Cudl es el drea de esta re-
gién?

APLICACIONES

113. Distancias en una ciudad Una ciudad tiene calles que
corren de norte a sur y avenidas que corren de oriente a po-
niente, todas igualmente espaciadas. Calles y avenidas estan
numeradas en forma secuencial, como se ve en la figura si-
guiente. La distancia a pie entre los puntos A y B es de 7 man-
zanas, es decir, 3 manzanas al oriente y 4 manzanas al norte.
Para hallar la distancia d en linea recta, debemos usar la Férmula
para Distancias.

(a) Encuentre la distancia en linea recta (en manzanas) entre
AyB.



114. Punto medio

115.

(b) Encuentre la distancia a pie y la distancia en linea recta
entre la esquina de la Calle 4 y la Avenida 2, y la esquina
de la Calle 11 y la Avenida 26.

(¢) (Qué debe ser cierto en relacién con los puntos Py Q si la

distancia a pie entre Py Q es igual a la distancia en linea
recta entre Py Q?

N Av. 7
+ B
0 E Av. 6
S //
// ” Av. 5
d. 2
,/ E Av. 4
// ®
// = Av. 3
A n—— Av.2
3 calles
Av. 1
— N e <t n
L L 0 o 9
= &8 ® = =
@] @] @] @] @]

Dos amigos viven en la ciudad descrita en
el Ejercicio 113, uno en la esquina de la Calle 3 y la Ave-
nida 7, el otro en la esquina de la Calle 27 y la Avenida 17.
Con frecuencia se ven en una cafeteria que estd a la mitad de
distancia entre sus casas.

(a) (En cudl crucero estd ubicada la cafeteria?
(b) (Cuanto debe caminar cada uno para llegar a la cafeteria?

Orbita de un satélite Un satélite estd en 6rbita alrede-
dor de la Luna. Se elabora un plano de coordenadas que con-
tiene la 6rbita, con el centro de la Luna en el origen como se
muestra en la gréfica, con distancias medidas en megametros
(Mm). La ecuacién de la 6rbita del satélite es

_ 3 2 2
(x—3) LY
25 16

(a) De la grafica, determine el punto mas cercano y el mas le-
jano que el satélite llega al centro de la Luna.

(b) Hay dos puntos en la drbita con coordenadas y 2. Encuen-
tre las coordenadas x de estos puntos y determine sus dis-
tancias al centro de la Luna.
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

116. Desplazar el plano de coordenadas Suponga que

117.

118.

119.

120.

cada uno de los puntos del plano de coordenadas se desplaza
3 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba.

(a) (A qué nuevo punto se desplaza el punto (5, 3)?
(b) (A qué nuevo punto se desplaza el punto (a, b)?
(¢) (Cuadl punto se desplaza a (3, 4)?

(d) El tridngulo ABC de la figura ha sido desplazado al tridn-
gulo A'B’C’. Encuentre las coordenadas de los puntos A’,
B'y(C'.

Reflejo en el plano de coordenadas Suponga que el
eje y actda como espejo que refleja cada punto a la derecha
del mismo hacia un punto a su izquierda.

(a) (A qué punto se refleja el punto (3, 7)?
(b) (A qué punto se refleja el punto (a, b)?
(¢) (Cual punto se refleja al (—4, —1)?

(d) El tridngulo ABC de la figura se refleja al tridngulo
A'B'C’. Encuentre las coordenadas de los puntos A’,
B'yc(C'.

VA
A A3,3)
B//\ NB(G, 0
0 x
c' | ca, -4

Completar el segmento de recta Localice los puntos
M(6, 8) y A(2, 3) en un plano de coordenadas. Si M es el punto
medio del segmento de recta AB, encuentre las coordenadas
de B. Escriba una breve descripcion de los pasos que tomd
para hallar B, asi como sus razones para tomarlos.

Completar un paralelogramo Localice los puntos
P(0, 3), 02, 2) y R(5, 3) en un plano de coordenadas. ;Dénde
debe estar ubicado el punto S para que la figura PORS sea un
paralelogramo? Escriba una breve descripcion de los pasos
que tomo para hallar B, asi como sus razones para tomarlos.

¢Circunferencia, punto o conjunto vacio? Complete
los cuadrados en la ecuacién general ¥* + ax + y* + by + ¢ =0
y simplifique el resultado cuanto sea posible. ;Bajo qué condi-
ciones esta ecuacion representa una circunferencia en los coefi-
cientes a, b y ¢? ;Un solo punto? ;El conjunto vacio? En el
caso en que la ecuacion represente una circunferencia, encuen-
tre su centro y radio.
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121. ;Las circunferencias se intersecan? 122. Hacer una grafica simétrica La grifica que se muestra

(a) Encuentre el radio de cada circunferencia del par y la dis-
tancia entre sus centros; a continuacion use esta informa-
cién para determinar si las circunferencias se intersecan.

i) (x =22+ (y—1)2=9;
(x—6)+(y—4)7>=16
(i) >+ (y —2)° =4
(x =57+ (y—14)?=
(i) (x =3+ (y+ 1)> =1,
(x—2P2+(y—2)2=25

(b) (Cdmo se puede averiguar, con sélo saber los radios de
dos circunferencias y la distancia entre sus centros, si las
circunferencias se intersectan? Escriba un breve parrafo
que describa cémo se determina esto y trace graficas para

ilustrar su respuesta.

en la figura no es simétrica alrededor del eje x, el eje y o el
origen. Agregue mas segmentos de recta a la grafica para que
muestre la simetrfa indicada. En cada caso, agregue tan poco
como sea posible.

(a) Simetria alrededor del eje x
(b) Simetria alrededor del eje y

(¢) Simetria alrededor del origen

1.9 CALCULADORAS GRAFICADORAS; RESOLUCION GRAFICA DE

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

(a, d) y=d (b, d)
X =a x=b
(@, ¢) o (b, )

FIGURA 1 Rectingulo de vista [a,
b] por [c, d]

Uso de una calculadora graficadora P Resolver ecuaciones gréficamente
P> Resolver desigualdades gréficamente

En las Secciones 1.5 y 1.7 resolvimos ecuaciones y desigualdades algebraicamente. En la
Seccién 1.8 aprendimos a trazar la grafica de una ecuacién en un plano de coordenadas. En
esta seccién usamos graficas para resolver ecuaciones y desigualdades. Para hacer esto,
debemos primero trazar una grafica usando una calculadora graficadora. Por lo tanto empe-
zamos por dar unas pocas guias para ayudarnos a usar con eficiencia una calculadora grafi-
cadora.

V Uso de una calculadora graficadora

Una calculadora graficadora o computadora exhibe una parte rectangular de la grafica en
una pantalla que llamamos rectangulo de vista. Es frecuente que la pantalla predetermi-
nada dé una imagen incompleta o confusa, de modo que es importante escoger cuidadosa-
mente un rectdngulo de vista. Si escogemos que los valores x varien de un valor minimo de
Xmin = a a un valor mdximo de Xmax = b y los valores y varian de un valor minimo
de Ymin = caun valor mdximo de Ymax = d, entonces la parte exhibida de la grafica esta
en el rectdngulo

[a,b] X [c,d] ={(x,y)[a=x=b,c=y=d}

como se muestra en la Figura 1. Nos referimos a éste como el rectdngulo de vista [a, b]
por[c, d].

La calculadora graficadora traza la grafica de una ecuacién en una forma muy semejante
a como lo harfamos nosotros. Determina los puntos de la forma (x, y) para cierto niimero de
valores de x, espaciados igualmente entre a y b. Si la ecuacién no estd definida para un
valor x o si el valor y correspondiente estd fuera del rectdngulo de vista, la calculadora ig-
nora este valor y contintia con el siguiente valor x. La mdquina conecta cada punto al punto
localizado precedente para formar una representacion de la grafica de la ecuacion.

EJEMPLO 1 | Escoger un rectdngulo de vista apropiado

Grafique la ecuacién y = x* + 3 en un rectdngulo de vista apropiado.



-2
(a)

FIGURA 2 Grificasdey=x*+3
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SOLUCION  Experimentemos con diferentes rectdngulos de vista. Empezamos con el
rectdngulo de vista[—2, 2] por [2, 2], de modo que hacemos

Xmin = —2 Ymin = —2

Xmax = 2 Ymax = 2

La gréfica resultante de la Figura 2(a) estaria en blanco, porque x* = 0, de modo que
x* + 3 = 3 para toda x. Entonces, la grifica estd enteramente por arriba del rectangulo de
vista y por ello no es apropiado. Si aumentamos el rectdngulo de vista a[—4, 4] por [—4, 4],
como se ve en la Figura 2(b), empezamos a ver parte de la grafica.

Probemos ahora con el rectingulo de vista[—10, 10] por[—5, 30]. La grifica de la Figura
2(c) parece dar una vista mas completa de la grafica. Si agrandamos ain mads el rectingulo
de vista, como en la Figura 2(d), la grafica no muestra con claridad que el punto de inter-
seccién y es 3.

Entonces el rectdngulo de vista [—10, 10] por [—5, 30] da una representacién apropiada
de la gréfica.

4 1000
\/
4
=50 50
—4 =5 —100
(b) (©) (d)
® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

EJEMPLO 2 | Dos gréficas en la misma pantalla

Grafique las ecuaciones y = 3x2 — 6x + 1y y = 0.23x — 2.25 juntas en el rectingulo
de vista[—1, 3] por [—2.5, 1.5]. ;Las graficas se intersecan en el rectdngulo de vista?

SOLUCION  La Figura 3(a) muestra las caracteristicas esenciales de ambas graficas.
Una de ellas es una pardbola y la otra es una recta. Se ve como si las gréficas se cruzaran
cerca del punto (1, —2) pero, si hacemos acercamientos con el zoom en el area alrededor
de este punto, como se muestra en la Figura 3(b), vemos que, aunque las graficas casi se
tocan, en realidad no se cruzan.

15 ~1.85
-1 / 3 ;iii::::::ﬁﬁ:ii'
075 .« . . . . 125
25 2225
(a) (b)

FIGURA 3

“® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |
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La grafica de la Figura 4(c) se ve un
poco aplanada. Casi todas las calcula-
doras graficadoras permiten ajustar las
escalas de los ejes de manera que las
circunferencias realmente se vean
como circunferencias. En las TI—82 y
TI—83, del mend [200M], escoja
ZSquare para establecer las escalas
en forma apropiada. (En la TI—86 el
comando es Zsq.)

De los Ejemplos 1 y 2 se puede ver que la seleccién de un rectangulo de vista hace la
gran diferencia en el aspecto de una grafica. Si se desea una vista general de las caracteris-
ticas esenciales de una grafica, se debe escoger un rectangulo de vista relativamente grande
para obtener una vista global de la grafica; si se desea investigar los detalles de una gréfica,
se debe activar el zoom en un rectangulo de vista pequefio que muestre sélo la caracteristica
de interés.

Casi todas las calculadoras graficadoras s6lo pueden graficar ecuaciones en las que y esta
aislada en un lado del signo igual. El siguiente ejemplo muestra cémo graficar ecuaciones
que no tienen esta propiedad.

EJEMPLO 3 | Graficar una circunferencia
Grafique la circunferencia x* + y* = 1.
SOLUCION  Primero debemos despejar y para aislarla en un lado del signo igual.

2

y'=1—x Reste x?

y=*=VI — x? Tome raices cuadradas

Por lo tanto, la circunferencia esta descrita por las graficas de dos ecuaciones:

y=VI1-—x? y y=—-VI1—x

2
La primera ecuacidn representa la mitad superior de la circunferencia (porque y = 0), y la
segunda representa la mitad inferior de la circunferencia (porque y = 0). Si graficamos
la primera ecuacién en el rectdngulo de vista [ —2,2] por [ —2, 2], obtenemos la semicir-
cunferencia de la Figura 4(a). La grafica de la segunda ecuacién es la semicircunferencia de
la Figura 4(b). Graficando estas semicircunferencias juntas en la misma pantalla de vista,
obtenemos la circunferencia completa de la Figura 4(c).

2 2

‘ | ‘ 2 -2 /—_ —\ 2
N 1/

-2 -2 -2
(@) (b) (©)
FIGURA 4 Grifica de la ecuacién > + y* = 1
® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

V Resolver ecuaciones graficamente
En la Seccién 1.5 aprendimos a resolver ecuaciones. Para resolver una ecuacién como
3x—5=0

usamos el método algebraico. Esto significa que empleamos las reglas de dlgebra para
aislar x en un lado de la ecuaciéon. Vemos x como una incognita y usamos las reglas de 4l-
gebra para acorralarla. A continuacién veamos los pasos en la solucién:

3x—5=0

3x=15 Sume 5

Wl

X = Divida entre 3

. 5
Por lo tanto, la solucién es x = 3.



FIGURA 5

El Proyecto de descubrimiento de la
pagina 263 describe un método numé-
rico para resolver ecuaciones.
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También podemos resolver esta ecuacion por el método grafico. En este método vemos
X como una variable y trazamos la grafica de la ecuacién

y=3x—135

Diferentes valores de x dan diferentes valores de y. Nuestro objetivo es hallar el valor de x
para el cual y = 0. De la grafica de la Figura 5 vemos que y = 0 cuando x = 1.7. Entonces,
la solucién es x = 1.7. Observe que de la grafica obtenemos una solucién apropiada. En el
cuadro siguiente resumimos estos métodos.

RESOLVER UNA ECUACION

Método algebraico Método grafico
Use las reglas del dlgebra para Pase todos los términos a un lado y haga
aislar la incégnita x en un lado y = 0. Trace la grafica para hallar el valor
de la ecuacion. de x donde y = 0.
Ejemplo: 2x =6 — x Ejemplo: 2x =6 — x

3x =6  Sume x 0=6— 3x

x =2  Divida entre 3 Hagay = 6 — 3x y grafique.

La solucion es x = 2.

De la gréfica, la solucién es x = 2.

La ventaja del método algebraico es que da respuestas exactas. También, el proceso de
desenmarafiar la ecuacion para llegar a la respuesta nos ayuda a entender la estructura al-
gebraica de la ecuacién. Por otra parte, para muchas ecuaciones es dificil o imposible
aislar x.

El método grifico da una aproximacién numérica a la respuesta. Esta es una ventaja
cuando se desea una respuesta numérica. (Por ejemplo, un ingeniero podria hallar una res-
puesta expresada como x =~ 2.6 més itil inmediatamente que x = \/7.) Del mismo modo,
graficar una ecuacién nos ayuda a visualizar la forma en que la solucién estd relacionada a
otros valores de la variable.

PIERRE DE FERMAT (1601—1665) x = 3,y = 4y z = 5),Fermat dice en el margen que para n = 3 no hay
fue un matematico francés que se soluciones numéricas naturales a la ecuacion x” + y” = z". En otras pa-
interes6 en matematicas a la edad labras, es imposible que un cubo sea igual a la suma de dos cubos, que
de 30 afos. Debido a su trabajo una cuarta potencia sea igual a la suma de dos potencias a la cuarta, y

como magistrado, Fermat tenia poco  asf sucesivamente. Fermat escribe,“he descubierto una demostraciéon
tiempo para escribir demostraciones  en verdad maravillosa para esto pero el margen es demasiado pe-

@ completas de sus descubrimientosy  quefio para contenerla”. Todos los otros comentarios del margen del
S con frecuencia los escribia en el ejemplar de Arithmetica de Fermat han sido demostrados. Este, sin em-
E margen de cualquier libro que estu-  bargo, quedé sin demostracién y pasé a conocerse como “Ultimo Teo-
3 viera leyendo. Después de su rema de Fermat”.
© muerte, se encontrd que su ejemplar En 1994, Andrew Wiles, de la Universidad de Princeton, anuncié una
del libro Arithmetica de Diofanto demostracion del Ultimo Teorema de Fermat, asombroso lapso de 350
(vea pagina 20) contenia un comentario particularmente tentador. anos después de su conjetura. Su demostracién es uno de los resulta-

Donde Diofanto discute las soluciones de x* + y*> = Z* (por ejemplo, dos matematicos mas ampliamente reportados en la prensa popular.
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La Férmula Cuadratica se estudia en la
pagina 49.

EJEMPLO 4 | Resolver algebraica y graficamente una
ecuacion cuadratica

Resuelva algebraica y graficamente las ecuaciones cuadréticas.

(@ x*—4x+2=0 (b) x? —4x+4=0 (€ x*—4x+6=0

SOLUCION 1: Algebraica
Usamos la Férmula Cuadrética para resolver cada ecuacion.

—(—4) = V(-4 —4-1-2 4+
2 2
Hay dos soluciones, x =2 + V2 yx=2— V2

—(—4) = V(-4 —4-1-4 _ 4+\0
2 B 2

=2+V2

(a) x =

(b) x = =2

Hay una sola solucién, x=2.

—(—4)i\/(—4)2——4'1°6 4+ V-8

(© x= =

No hay solucién real.

SOLUCION 2: Gréfica

Graficamos las ecuaciones y = x> —4x + 2, y=x* —4dx +4yy=x*—4x + 6enla
Figura 6. Al determinar los puntos de interseccién x de las graficas, encontramos las si-
guientes soluciones.

(@) x=06yx=34
(b) x=2

(¢) No hay interseccién con x, de modo que la ecuacion no tiene solucion.

10 10 10
-1 5 -1 i ———a— 5 5
=5 =5 =5
(@y=x*—4x+2 (b)y=x*—4x+4 (©)y=x*—4x+6
FIGURA 6
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ALAN TURING (1912—1954) estuvo en el cen- nas computadoras digitales. Durante la Segunda Guerra Mundial, Turing
tro de dos eventos cruciales: la Segunda Guerra estuvo a cargo del trabajo inglés de descifrar codigos secretos alemanes.
Mundial y la invencién de computadoras. A la Su éxito completo en ese esfuerzo desempeiié una funcién decisiva en la
edad de 23 anos, Turing hizo su hazafa en ma- victoria de los Aliados. Para realizar los numerosos pasos légicos que se
5 tematicas al resolver un importante problema requieren para descifrar un mensaje codificado, Turing ideo6 procedimien-
§ en los cimientos de matematicas que habian tos de decision semejantes a los modernos programas de computadora.
£ sido planteados por David Hilbert en el Con- Después de la guerra ayudoé a perfeccionar las primeras computadoras
= greso Internacional de Matematicas de 1928 electrénicas en Gran Bretafia. También ejecutd trabajos pioneros sobre in-
S (vea pagina 683). En esta investigacion inventd teligencia artificial y modelos de computadora para procesos bioldgicos.
g ! una maquina tedrica, ahora llamada maquina A la edad de 42 afios, Turing muri6é envenenado por comer una manzana

de Turing, que fue la inspiracion para las moder-  que misteriosamente habia sido rociada con cianuro.



Intersection
X=2.2727723

=25

Y=-1.818182

FIGURA 7

También podemos usar el comando
zero para hallar las soluciones, como
se ve en las Figuras 8(a) y 8(b).
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Las gréficas de la Figura 6 muestran visualmente por qué una ecuacién cuadratica puede
tener dos soluciones, una solucién o ninguna solucién real. Demostramos este hecho alge-
braicamente en la Seccién 1.5 cuando estudiamos el discriminante.

EJEMPLO 5 | Otro método gréfico

Resuelva algebraica y graficamente la ecuaciéon: 5 — 3x = 8x — 20

SOLUCION 1: Algebraica
5—3x=8x—20
—3x=8x— 25 Reste 15
—1lx = =25 Reste 8x
—25 3 . . .
X = _711 =247 Divida entre —11 y simplifique
SOLUCION 2: Grafica

Podriamos pasar todos los términos a un lado del signo igual, igualar a y el resultado y gra-
ficar la ecuacién resultante. Pero, para evitar toda esta dlgebra, graficamos dos ecuaciones:

y, = 8x — 20
La solucién de la ecuacién original sera el valor de x que hace y,, es decir, la solucién es la
coordenada x del punto de interseccion de las dos graficas. Usando la funcién | TRACE oel

comando intersect enuna calculadora graficadora, vemos de la Figura 7 que la solucién
esx = 2.27.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |

yi=3—-3x 'y

En el siguiente ejemplo usamos el método grifico para resolver una ecuacién que es
extremadamente dificil de resolver con dlgebra.

EJEMPLO 6 | Resolver una ecuacion en un intervalo
Resuelva la ecuacion

x> —6x% 4+ 9x = Vix
en el intervalo 1, 6].

SOLUCION  Nos piden hallar todas las soluciones x que satisfagan 1 < x < 6, por lo
cual graficaremos la ecuacién en un rectingulo de vista para el cual los valores x estdn
restringidos a este intervalo.

x> —6x*+ 9x = Vi
=62+ 9% — Vx=0 Reste Vx

La Figura 8 muestra la gréfica de la ecuacién y = x* — 6x> + 9x — Vx en el rectangulo
de vista [1, 6] por [5, 5]. Hay dos puntos de interseccién x en este rectingulo de vista; ha-
ciendo acercamiento, vemos que las soluciones son x = 2.18 y x = 3.72.

5 5

N N

| Zero | Zero

[ X=2.1767162 Y=0 _ X=3.7200502 Y=0
=5 =5
(@) (b)

FIGURA 8
“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 |
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10

—2

FIGURA 11 ¥ —5x+6=0

La ecuacion del Ejemplo 6 en realidad tiene cuatro soluciones. Nos piden hallar las otras
dos en el Ejercicio 71.

EJEMPLO 7 | Intensidad de luz

Dos fuentes luminosas estan a 10 m entre si. Una de ellas es tres veces mads intensa que la
otra. La intensidad luminosa L (en lux) en un punto a x metros de la fuente mds débil estd
dada por

10 N 30

x* (10 — x)?

(Vea Figura 9.) Encuentre los puntos en los que la intensidad de luz es de 4 lux.

FIGURA 9

SOLUCION Necesitamos resolver la ecuacion

Las graficas de

=4 = 44—
Vi y V2 X2 (10 _ X)2
se muestran en la Figura 10. Si activamos el zoom (o el comando intersect), encontra-
mos dos soluciones, x = 1.67431 y x = 7.1927193. Por lo tanto, la intensidad es de 4 lux
en los puntos que estdn a 1.67 my 7.19 m de la fuente mds débil.

_ 10, 30
2T (10 — x)?
10
=4 L
FIGURA 10 0 10
& _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 73 m

V Resolver desigualdades graficamente

Las desigualdades se pueden resolver graficamente. Para describir el método, resolvemos
¥-5x+6=0
Esta desigualdad fue resuelta algebraicamente en el Ejemplo 3 de la Seccién 1.7. Para re-
solver la desigualdad graficamente, trazamos la grafica de
y=x*—5x+6
Nuestro objetivo es hallar los valores de x para los cuales y =< 0. Estos son simplemente los

valores de x para los que la gréfica se encuentra abajo del eje x. De la Figura 11 vemos que
la solucién de la desigualdad es el intervalo [2, 3].
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EJEMPLO 8 | Resolver una desigualdad graficamente
Resuelva la desigualdad 3.7x> + 1.3x — 1.9 = 2.0 — 1.4x.

SOLUCION Graficamos las ecuaciones

y, =37x>+ 13x — 1.9 y v, = 2.0 — 1.4x

en el mismo rectdngulo de vista de la Figura 12. Estamos interesados en aquellos valores de x
para los que y, = y,; éstos son puntos para los que la gréfica de y, estd sobre o arriba de la
gréfica de y,. Para determinar el intervalo apropiado, buscamos las coordenadas x de puntos
donde se cruzan las graficas. Concluimos que la solucién es (aproximadamente) el intervalo
[—1.45,0.72].

5
N
—3 - - - - 3
\VARN

-3
FIGURA 12
y,=37x*+ 13x— 19
v, =2.0— 1.4x
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EJEMPLO 9 | Resolver una desigualdad graficamente
Resuelva la desigualdad x* — 5x* = —8.
SOLUCION  Escribimos la desigualdad como
X —=5x+8=0
y luego graficamos la ecuacién
y=x —5x+38

en el rectdngulo de vista[—6, 6] por [—15, 15], como se ve en la Figura 13. La solucién de
la desigualdad estd formada por estos intervalos en los que la grafica estd sobre o arriba del
eje x. Moviendo el cursor a los puntos de interseccion x, encontramos que, redondeada a un
lugar decimal, la solucién es [—1.1, 1.5] U [4.6, c0).

15

—15

FIGURA 13 x*—5x+8=0

4
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1.9 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Las soluciones de la ecuacién x> — 2x — 3 = 0 son los puntos

de interseccién ___ de la graficade y = x* — 2x — 3.

2. Las soluciones de la ecuacién x> — 2x — 3 > 0 son las coorde-
nadas x de los puntos sobre la grifica de y = x* — 2x — 3 que

estan del eje x.

3. La figura muestra una grafica de y = x* — 3x’ — x> + 3x.
Use la gréfica para hacer lo siguiente.

(a) Hallar las soluciones de la ecuacién x* — 3x° — x> +

3x =0.

(b) Hallar las soluciones de la desigualdad x* — 3x* — x* + 3x

=0.

4. La figura siguiente muestra las grficasde y = 5x — ¥’y y = 4.
Use las gréficas para hacer lo siguiente.

(a) Hallar las soluciones de la ecuacién 5x — x> = 4.

(b) Hallar las soluciones de la desigualdad 5x — x* > 4.

y\
7+

y=5x—x2

o1 /\/

1<V

4
iy
21 y=4

2

o +

=Y

HABILIDADES

5-10 m Use calculadora graficadora o computadora para determinar
cudl rectdngulo de vista (a)—(d) produce la grafica mds apropiada

de la ecuacidn.

S.oy=x*+2
(a) [—2,2]por[—2,2]
(b) [0, 4] por [0, 4]
(c) [—8, 8] por[—4, 40]
(d) [—40, 40] por [—80, 800]

4

@

6. y=x>+7x+6
(a) [—5,5]por[—5,5]
(b) [0, 10] por [—20, 100]
(c) [—15, 8] por [—20, 100]
(d) [—10, 3] por [—100, 20]
7. y =100 — x?
(a) [—4, 4] por[—4, 4]
(b) [—10, 10] por [—10, 10]
(c) [—15,15] por [—30, 110]
(d) [—4, 4] por[—30, 110]
8. y = 2x* — 1000
(a) [—10, 10] por [—10, 10]
(b) [—10, 10] por [—100, 100]
(c) [—10, 10] por [—1000, 1000]
(d) [—25, 25] por [—1200, 200]
9. y=10+ 25xr — x°3
(a) [—4, 4] por[—4, 4]
(b) [—10, 10] por [—10, 10]
(c) [—20, 20] por [—100, 100]
(d) [—100, 100] por [—200, 200]
10. y = V8x — x2
(a) [—4, 4] por[—4, 4]
(b) [—5, 5] por [0, 100]
(c) [—10, 10] por [—10, 40]
(d) [—2,10] por[—2, 6]
11-22 m Determine un rectangulo de vista apropiado para la ecua-

cién, y uselo para trazar la grafica.

11. y = 100x? 12. y = —100x?
13. y =4+ 6x — x? 14. y =03x>+ 1.7x — 3
15. y = V256 — x? 16. y = V12x — 17
17. y = 0.01x* — x> + 5 18. y = x(x + 6)(x — 9)
X

19. y = x*— 453 2. v=—"+

yer * YT 25
2. y=1+ |x — 1] 22. y=2x— |x* = 5]
23-26 m ;Las graficas se cruzan en el rectangulo de vista dado? Si se

cruzan, /cudntos puntos de interseccion hay ahi?

23

24

25.
26.

27.

28.

29.

Ly =3+ 6x—3y= \/7—7%)62; [—4, 4]por[—1, 3]
cy=V49 — 32y =441 — 3x); [-8,8]por[—1,8]
y=6—4x —x%y=3x+18; [—6,2]por[—S5,20]
y=x>—4dx,y=x+5; [—4, 4]por[—15,15]

Grafique la circunferencia x* + y* = 9 despejando y y grafi-
cando dos ecuaciones como en el Ejemplo 3.

Grafique la circunferencia (y — 1)* + x*> = 1 despejando y y
graficando dos ecuaciones como en el Ejemplo 3.

Grafique la ecuacién 4x* + 2y* = 1 despejando y y graficando
dos ecuaciones correspondientes a las raices cuadradas negativa
y positiva. (Esta grafica se llama elipse.)
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30. Grafique la ecuacién y* — 9x = 1 despejando y y graficando las
dos ecuaciones correspondientes a las raices cuadradas positiva y

negativa. (Esta grafica se llama hipérbola.)

31-42 m Resuelva la ecuacién tanto algebraica como graifica-
mente.

3l.x—4=5+12 32.lx—3=6+2
2 1 4
Sl P 34'x+27%:2x5+4
35.x2-32=0 36. x> +16=0
37. x>+ 9=0 38. x> +3 =2
39. 16x* = 625 40. 2x° —243 =0
41. (x —5)*—=80=0 42. 6(x + 2)° = 64
43-50 m Resuelva la ecuacion graficamente en el intervalo dado.
Exprese cada respuesta redondeada a dos lugares decimales.
43P =T+ 12=0; [0,6]
44. x* — 0.75x + 0.125 = 0; [-2,2]
45. x* — 6?2+ 1lx —6=0; [—1,4]
46. 16x° + 16x* =x + 1; [-2,2]
47. x - Vx+1=0; [-1,5]
48. 1+ Va=V1+x% [-1,5]
49. x'3 —x=0; [-3,3]
50. x'"?+x"P —x=0; [-1,5]
51-54 m Use el método gréfico para resolver la ecuacion en el ejer-
cicio indicado de la Seccién 1.5.
51. Ejercicio 91 52. Ejercicio 92
53. Ejercicio 97 54. Ejercicio 98
55-58 m Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacion, re-
dondeadas a dos lugares decimales.
55, 3 —2x2—x—1=0 56. x* —8x2+2=0
57. x(x — 1)(x + 2) = ix 58. x* =16 — x*
59-66 m Encuentre las soluciones de la desigualdad al trazar grafi-
cas apropiadas. Exprese cada respuesta redondeada a dos lugares de-
cimales.
59, x2=3x+ 10 60. 0.5x% + 0.875x = 0.25

62. 16x3 + 24x2> —9x — 1
64. V0.5x* + 1 =2|x]

66. (x + 1)* = x*

6L P+ 1lx=6x>+6
63. x'? <x

65. (x + 1)< (x — 1)?
67-70 m Use el método gréfico para resolver la desigualdad en el
ejercicio indicado de la Seccién 1.7.

67. 68. Ejercicio 44

69. 70. Ejercicio 54

Ejercicio 43
Ejercicio 53

71. En el Ejemplo 6 encontramos dos soluciones de la ecuacion

x¥ — 6x% + 9x = VX, las soluciones que estén entre 1 y 6. En-
cuentre dos soluciones mds, correctas a dos lugares decimales.

APLICACIONES

72.

« 73,

Estimacion de utilidades Un fabricante de aparatos elec-
trodomésticos estima que las utilidades y (en délares) generadas
al producir x ollas al mes estdn dadas por la ecuacién

y = 10x + 0.5x* — 0.001x* — 5000

donde 0 = x = 450.

(a) Grafique la ecuacion.

(b) (Cuantas ollas se tienen que fabricar para empezar a tener
ganancias?

(¢) (Para qué valores de x la ganancia de la compaiiia es mayor
que 15,000 dolares?

¢A qué distancia puede usted ver? Si una persona
estd de pie en un barco en un mar en calma, entonces su estatura x
(en pies) sobre el nivel del mar estd relacionada con la distancia
mads lejana y (en millas) que puede ver, con la ecuacién

X 2
= Jisc+ (X
J N (5280)

(a) Grafique la ecuacién para 0 = x = 100.
(b) (A qué altura debe estar para poder ver a 100 millas?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

74.

75.

76.

77.

Graficas engaiosas Escriba un breve ensayo que describa
las diferentes formas en las que una calculadora graficadora pu-
diera dar una gréfica engaflosa de una ecuacion.

Métodos de solucion algebraicos y graficos Escriba
un breve ensayo que compare los métodos algebraico y grafico
para resolver ecuaciones. Forme sus propios ejemplos para ilustrar
las ventajas y desventajas de cada método.

Notacion de ecuaciones en calculadoras graficadoras
Cuando ingresamos las siguientes ecuaciones en una calcula-
dora, ;lo que se ve en la pantalla cémo difiere de la forma usual
de escribir las ecuaciones? (Verifique su manual del usuario si
no estd seguro.)

@ y=|x| (b) y=Vx
(c)y=% @ y=x+Vat2
Y-
Ingrese ecuaciones con cuidado Un estudiante desea
graficar
_ 15 _ X
yor A

en la misma pantalla, de modo que ingresa la siguiente informa-
cién en su calculadora:

Y, = X*1/3 Y, = X/X+4
La calculadora graficadora dos rectas en lugar de las ecuaciones
que el estudiante deseaba. ;Qué estuvo mal?
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1.10 REecTas

Pendiente de una recta > Forma punto-pendiente de la ecuacion de una
recta > Forma pendiente e interseccion de la ecuacion de una recta P Rec-
tas verticales y horizontales P Ecuacion general de una recta P Rectas
paralelas y perpendiculares » Modelado con ecuaciones lineales: pendiente
como rapidez de cambio

En esta seccion encontramos ecuaciones para rectas que se encuentren en un plano de co-
ordenadas. Las ecuaciones dependerdn de cémo esté inclinada la recta, por lo que empeza-
mos por estudiar el concepto de pendiente.

V Pendiente de una recta

Primero necesitamos una forma de medir la “inclinacién” de una recta, o cudl es la rapidez
con la que sube (o baja) cuando pasamos de izquierda a derecha. Definimos el corrimiento
como la distancia que nos movemos a la derecha y la elevacion como la distancia corres-
pondiente que la recta sube (o baja). La pendiente de una recta es la relacion entre la eleva-
cién y el corrimiento:

elevacion

pendiente = —————
corrimiento

La Figura 1 muestra situaciones en las que la pendiente es importante. Los carpinteros usan
el término inclinacion para la pendiente de un techo o una escalera; el término pendiente se
usa para la pendiente de una carretera.

Pendiente de una rampa

FIGURA 1

. 1
Pendiente = —

12

Inclinacién de un techo Pendiente de una carretera
onte = 1 onte — 5
Pendiente = 3 Pendiente = 100

Si una recta estd en un plano de coordenadas, entonces el corrimiento es el cambio en
la coordenada x y la elevacion es el cambio correspondiente en la coordenada y entre cua-
lesquier dos puntos sobre la recta (vea Figura 2). Esto nos da la siguiente definicién de
pendiente.

y
2.. —gsER
| . .
|| elevacién: elevacion:
| || cambio en cambio en
I'f coordenada y coordenada y
: (positivo) (negativo)
0 |
7 X X
corrimiento corrimiento

FIGURA 2
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PENDIENTE DE UNA RECTA
La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos A(x;, y;)y
B('x27 yZ) €s

elevacion Yo — W1
corrimiento X, — X,

La pendiente de una recta vertical no esta definida.

La pendiente es independiente de cudles dos puntos se escojan sobre la recta. Podemos
ver que esto es verdadero en los tridngulos semejantes de la Figura 3:

Y=V YTV

!

Xy =X xh— X}
YA
B(xy, y,)
v, — ¥, (elevacion)
Alxy, yi)
B'(x, ¥3) < Xy T X >
K (corrimiento)
A}, ) Fi
P R
~0 X
FIGURA 3

La Figura 4 muestra varias rectas marcadas con sus pendientes. Observe que las rectas
con pendiente positiva se inclinan hacia arriba a la derecha, mientras que las rectas con
pendiente negativa se inclinan hacia abajo a la derecha. Las rectas mas inclinadas son aque-
llas para las que el valor absoluto de la pendiente es muy grande; una recta horizontal tiene
pendiente cero.

v

N\
N

3
Il
wn

3
|
&}
3
Il

_
/| /

m=-5" m=-2 m=-—1

FIGURA 4 Rectas con varias pendientes

EJEMPLO 1 ‘ Hallar la pendiente de una recta que pasa por dos
puntos

Encuentre la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(2, 1) y O(8, 5).
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Y ‘
08,5~
i
7
S/
7
P2, _
-
X
FIGURA 5
y
Elevacion
P1 Y=
pd Corrimiento x — x;
0 X
FIGURA 6
v
1
0 f
N
Corrimiento = 2 —
NG [
(191\3) Elevacién = —1
\
FIGURA 7

SOLUCION  Dado que cualesquier dos puntos determinan una recta, sélo una recta
pasa por estos dos puntos. De la definicidn, la pendiente es

Vo — N 5—-1 4 2
m= = —— =

X2_xl_8_2_6_3
Esto nos dice que por cada 3 unidades que nos movemos a la derecha, la recta sube 2 uni-
dades. La recta estd trazada en la Figura 5.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

V Forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta

Encontremos ahora la ecuacién de la recta que pasa por un punto determinado P(x;, y,) y
tiene pendiente m. Un punto P(x, y) con x # x; estd sobre esta recta si y sélo si la pendiente
de la recta que pasa por P, y P es igual a m (vea Figura 6), es decir,

Yy =N
X — X

=m

Esta ecuacién se puede reescribir en la forma y — y; = m(x — x;); nétese que la ecuacién
también se satisface cuando x = x, y y = y;. Por lo tanto, es una ecuacién de la recta dada.

FORMA PUNTO-PENDIENTE DE LA ECUACION DE UNA RECTA

Una ecuacién de la recta que pasa por el punto (x,, y,) y tiene pendiente m es

y =y =mx — x;)

EJEMPLO 2 | Hallar la ecuacién de una recta con punto
y pendiente dados

(a) Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (1,—3) con pendiente — 1.

(b) Trace la recta.
SOLUCION

(a) Usando la forma punto-pendiente con m = —%,x| =1y y, = —3, obtenemos la
ecuacion de la recta como

y+3= —%(x - 1) Pendiente m = —3, punto (1, —3)
2y+6=—x+1 Multiplique por 2
x+2y+5=0 Reacomode

(b) EI hecho de que la pendiente es —% nos dice que cuando nos movemos 2 unidades a la
derecha, la recta baja 1 unidad. Esto hace posible que tracemos la recta de la Figura 7.

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 19 |

EJEMPLO 3 | Hallar la ecuacién de una recta que pase por dos
puntos determinados

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (—1, 2) y (3, —4).
SOLUCION  La pendiente de la recta es

_ —4-2 _ 6 3
3—(-1) 4 2

m



Podemos usar ya sea el punto (—1, 2)
o el punto (3, —4), en la ecuacién
punto-pendiente. Terminaremos con la
misma respuesta final.

FIGURA 8
Pendiente Inter.seccwn
enejey
y = %x + 4

YA

b y=5b (a, b)
X=a

0 a ;

FIGURA 9
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Usando la forma punto-pendiente con x;, = —1y y; = 2, obtenemos

y—2= —%(x + 1) Pendiente m = *%, punto(—1,2)

2y —4=-3x—3 Multiplique por 2
3x+2y—1=0 Reacomode
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |

V Forma pendiente e interseccion de la ecuacion de una recta

Suponga que una recta no vertical tiene pendiente m y a b como punto de interseccion con el

eje y (vea Figura 8). Esto significa que la recta cruza el eje y en el punto (0, b), de modo que

la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta, con x = 0y y = 0, se convierte en
y—b=mkx—0)

Esto se simplifica a y = mx + b, que se denomina forma pendiente-punto de interseccion
de la ecuacion de una recta.

FORMA PENDIENTE-PUNTO DE INTERSECCION DE UNA RECTA

Una ecuacién de la recta que tiene pendiente m y punto de interseccion b en el eje y

s y=mx+b

EJEMPLO 4 | Rectas en forma de pendiente e interseccion
(a) Encuentre la ecuacién de la recta con pendiente 3 e interseccién y de —2.
(b) Encuentre la pendiente e interseccion y de la recta 3y — 2x = 1.

SOLUCION
(@) Comom =3yb = —2,delaforma de pendiente-punto de interseccion de la ecua-

cién de una recta obtenemos

y=3x-—-2
(b) Primero escribimos la ecuacion en la forma y = mx + b:
Jy—2x=1
3Jy=2x+1 Sume 2x
y = %x + % Divida entre 3
De la forma pendiente-interseccion de la ecuacién de una recta, vemos que la pen-
diente es m = %y la interseccion en el eje y es b = 1.

“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 25 Y 47 |

V Rectas verticales y horizontales

Si una recta es horizontal, su pendiente es m = 0, de modo que su ecuacién es y = b, donde
b es el punto de interseccion con el eje y (vea Figura 9). Una recta vertical no tiene pen-
diente, pero podemos escribir su ecuacién como x = a, donde a es el punto de interseccién
con el eje x, porque la coordenada x de todo punto en la recta es a.
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RECTAS VERTICALES Y HORIZONTALES

Una ecuacion de la recta vertical que pasa por (a,b)es x = a.

Una ecuacién de la recta horizontal que pasa por (a, b) esy = b.

YA
27 =3 EJEMPLO 5 | Rectas verticales y horizontales
L | L L (a) Una ecuacion para la recta vertical que pasa por (3, 5) es x = 3.
7'2 0 ' 2 4 X (b) La grifica de la ecuacién x = 3 es una recta vertical con interseccion 3 en el eje x.
(¢) Una ecuacion para la recta horizontal que pasa por (8, —2) esy = —2.
y=-2 (d) La gréfica de la ecuacion y = —2 es una recta horizontal con intersecciéon —2 en el eje y.
Las rectas estdn graficadas en la Figura 10.
FIGURA 10 © _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29Y 33 |

V Ecuacion general de una recta

Una ecuacion lineal es una ecuacién de la forma
Ax+By+C=0

donde A, By C son constantes y A y B no son 0 ambas. La ecuacidn de una recta es una
ecuacion lineal:

= Una recta no vertical tiene la ecuacion y = mx + bo —mx +y — b = 0, que es
una ecuacién lineal conA = —m, B =1y C = —b.

= Una recta vertical tiene la ecuacién x = a o x —a = 0, que es una ecuacidn lineal
conA=1,B=0yC= —a.

A la inversa, la gréfica de una ecuacion lineal es una recta.

= Si B # 0, la ecuacién se convierte en

C
y = —Ex - E Divida por B

y ésta es la forma de pendiente-interseccién de la ecuacién de una recta (con
m = —A/Byb = —C/B).

= Si B = 0, la ecuacion se convierte en
Ax + C=0 Haga B =0

o x = —CJA, que representa una recta vertical.

Hemos demostrado lo siguiente.

EUCACION GENERAL DE UNA RECTA
La gréfica de toda ecuacion lineal
Ax + By + C=0 (A, B no son cero ambas)

es una recta. A la inversa, toda recta es la grafica de una ecuacion lineal.




1
FIGURA 13
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EJEMPLO 6 | Graficar una ecuacion lineal
Trace la gréfica de la ecuacién 2x — 3y — 12 = 0.

SOLUCION 1 Como la ecuacion es lineal, su grafica es una recta. Para trazar la gra-
fica, es suficiente hallar dos puntos cualesquiera en la recta. Los puntos de interseccion
son los mas féciles de hallar.

Punto de interseccion con x: Sustituya y = 0, para obtener 2x — 12 = 0, por lo que x = 6
Punto de interseccion con y: Sustituya x = 0, para obtener —3y — 12 = 0, por loque y = —4
Con estos puntos podemos trazar la grafica de la Figura 11.
SOLUCION 2  Escribimos la ecuacién en forma pendiente-interseccién:
2x —3y—12=0
2x — 3y =12 Sume 12
—3y=-—-"2x+12 Reste 2x
y=3x—4 Divida entre —3

Esta ecuaci6n estd en la forma y = mx + b, por lo que la pendiente es m = 3 y la intersec-
cion y es b = —4. Para trazar la gréfica, localizamos el punto de interseccion con el eje y y nos
movemos 3 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba, como se muestra en la Figura 12.

FIGURA 11 FIGURA 12

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 53 |

V Rectas paralelas y perpendiculares

Como la pendiente mide la inclinacién de una recta, parece razonable que las rectas parale-
las deban tener la misma pendiente. De hecho, podemos demostrar esto.

RECTAS PARALELAS

Dos rectas no verticales son paralelas si y s6lo si tienen la misma pendiente.

DEMOSTRACION  Consideremos que las rectas 11 y 12 de la Figura 13 tienen pendientes
m; y m,. Si las rectas son paralelas, entonces los tridngulos rectos ABC y DEF son seme-
jantes, por lo que

d(B,C)  d(E,F)

"7 aac) " dpF) ™

A la inversa, si las pendientes son iguales, entonces los tridngulos serdn semejantes, por lo
que /. BAC =/ EDF Yy las rectas son paralelas. |




EJEMPLO 7 | Hallar la ecuacién de una recta paralela a una
recta dada

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el punto (5, 2) que es paralela a la recta
4x + 6y +5=0.

SOLUCION  Primero escribimos la ecuacién de la recta dada en forma de pendiente-
interseccion.

4x+ 6y +5=0
6y = —4x — 5 Reste 4x + 5

y = —_%x - % Divida entre 6
Por lo tanto, la recta tiene pendiente m = —3. Como la recta requerida es paralela a la recta
dada, también tiene pendiente m = — % De la forma punto-pendiente de la ecuacioén de una

recta, obtenemos
y—2= —%(x -35) Pendiente m = —3, punto (5, 2)
3y —6=—2x+ 10 Multiplique por 3
2x +3y—16 =0 Reacomode
Por lo tanto, la ecuacién de la recta requerida es 2x + 3y — 16 = 0.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |

La condicidn para rectas perpendiculares no es tan obvia como la de las rectas paralelas.

RECTAS PERPENDICULARES

Dos rectas con pendientes m, y m, son perpendiculares siy sélo si mym, = —1,

es decir, sus pendientes son reciprocas negativas:
1
m, = ——
2 my

También, una recta horizontal (pendiente 0) es perpendicular a una recta vertical

112 CAPITULO 1 | Fundamentos
VA
/ L
\A(laml)
0 ¥
 B(1,m,)
FIGURA 14

(sin pendiente).

DEMOSTRACION  En la Figura 14 mostramos dos rectas que se cruzan en el origen. (Si
las rectas se cruzan en algtin otro punto, consideramos rectas paralelas a éstas que se cru-
zan en el origen. Estas rectas tienen las mismas pendientes que las rectas originales.

Si las rectas [, y [, tienen pendientes m, y m,, entonces sus ecuaciones son y = mx y
y = myx. Observe que A(1, m,) estd sobre [, y B(1l, m,) estd sobre l,. Por el Teorema de
Pitdgoras y su inverso (vea pagina 219) OA L OB si y s6lo si

[d(0.A)]? + [d(0. B)* = [d(A, B)
Por la Férmula de la Distancia, esto se convierte en
(P +m}) + (12 +md) =1 — 1>+ (my — my)?
2+ m? + m3 =m3 — 2mm, + m?
2= —2mm,

mym, = -1 [

EJEMPLO 8 | Rectas perpendiculares

Demuestre que los puntos P(3, 3), O(8, 17) y R(11, 5) son los vértices de un tridngulo rec-
tangulo.



FIGURA 15
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SOLUCION  Las pendientes de las rectas que contienen a PR y QR son, respectiva-
mente,

_5=-3 1 _5—17__4
LT I S A TR
Como m;m, = —1, estas rectas son perpendiculares, de modo que POR es un tridngulo
rectdngulo que aparece en la Figura 15.
© (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 57 |

EJEMPLO 9 | Hallar una ecuacién de una recta perpendicular
a una recta dada

Encuentre la ecuacién de la recta que es perpendicular a la recta 4x + 6y + 5 = 0 y pasa
por el origen.

SOLUCION  Enel Ejemplo 7 encontramos que la pendiente de la recta 4x + 6y + 5 = 0
es— % Entonces, la pendiente de una recta perpendicular es el reciproco negativo, es decir, %
Como la recta pedida pasa por (0, 0), la forma punto-pendiente da

y—0=3x-0) Pendiente 7 = 3, punto (0, 0)
y = %x Simplifique

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 |

EJEMPLO 10 | Graficar una familia de rectas
Use una calculadora graficadora para graficar la familia de rectas
y=05x+0>b
parab = =2, —1,0, 1, 2. ;Qué propiedad comparten las rectas?
SOLUCION  Las rectas estdn graficadas en la Figura 16 en el rectdngulo de vista [—6, 6]

por [—6, 6]. Las rectas tienen todas ellas la misma pendiente, por lo que son paralelas.

6

-6
FIGURA 16 y=05x+b
& _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 41 ]

V¥ Modelado con ecuaciones lineales: pendiente como rapidez
de cambio

Cuando se usa una recta para modelar la relacién entre dos cantidades, la pendiente de la
recta es la rapidez de cambio de una cantidad con respecto a la otra. Por ejemplo, la grafica
de la Figura 17(a) en la pagina siguiente da la cantidad de gas en un tanque que se estd
llenando. La pendiente entre los puntos indicados es

6 galones

m = - = 2 gal/min
3 minutos



114 CAPITULO 1

Fundamentos

A\

0

FIGURA 18

La pendiente es la rapidez a la que se estd llenando el tanque, 2 galones por minuto. En
la Figura 17(b) el tanque se estd drenando con una rapidez de 0.03 galones por minuto y la
pendiente es —0.03.

YA yA
~ 18 ~ 18
'S ) s \\\
2015 7 b5 S ol { —
(%) %) — a
S 12 S 12 = =
< 9 Z 6 ga g 9 100 min
= =
Q (o}
5 S g ©
= y min =
2 T ] s 3
00123456789« 0] 20 100 200 X
Tiempo (min) Tiempo (min)
(a) Tanque llenado a 2 gal/min (b) Tanque drenado a 0.03 gal/min
La pendiente de la recta es 2 La pendiente de la recta es —0.03
FIGURA 17

Los siguientes dos ejemplos dan otras situaciones en las que la pendiente de una recta es
una rapidez de cambio.

EJEMPLO 11 | Pendiente como rapidez de cambio

Una presa se construye en un rio para crear un estanque. El nivel de agua w del estanque
estd dado por la ecuacioén

w=4.5t+ 28

donde ¢ es el niimero de afios desde que se construy6 la presa y w se mide en pies.
(a) Trace la gréfica de esta ecuacion.

(b) ;Qué representan la pendiente y el punto de interseccién w de esta gréfica?

SOLUCION

(a) Esta ecuacion es lineal, por lo que su gréfica es una recta. Como dos puntos determi-
nan una recta, localizamos dos puntos que estén sobre la grifica y trazamos una recta
que pase por ellos.

Cuando ¢ = 0, entonces w = 4.5(0) + 28 = 28, por lo que (0, 28) estd sobre la recta.
Cuando ¢ = 2, entonces w = 4.5(2) + 28 = 37, por lo que (2, 37) estd sobre la recta.

La recta determinada por esos puntos se muestra en la figura 18.

(b) La pendiente es m = 4.5; representa la rapidez de cambio del nivel de agua con res-
pecto al tiempo. Esto significa que el nivel de agua aumenta 4.5 pies por ano. El punto
de interseccién w es 28 y se presenta cuando ¢ = 0, por lo que representa el nivel de
agua cuando la presa se construyo.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |

EJEMPLO 12 | Relacién lineal entre temperatura y elevacién

(a) A medida que el aire seco sube, se dilata y se enfria. Si la temperatura al nivel del
suelo es de 20°C y la temperatura a una altitud de 1 km es 10°C, exprese la tempera-
tura 7 (en °C) en términos de la altitud / (en km). (Suponga que la relacién entre T'y
H es lineal.)
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(b) Trace la gréfica de la ecuacion lineal. ;Qué representa su pendiente?
(¢) (Cudl es la temperatura a una altitud de 2.5 km?

SOLUCION

(a) Como estamos suponiendo una relacion lineal entre 7'y &, la ecuacién debe ser de la

forma

T=mh+b

donde m y b son constantes. Cuando i = 0, nos dicen que 7' = 20, de modo que

3
g 20 =m(0) + b
g
é b =20
Q
= Por lo tanto, tenemos
I
T = mh + 20
Cuando h = 1, tenemos T = 10 y entonces
10 =m(1) + 20
T A (1)
m=10—20= —10
20 La expresion requerida es
10 T=—10h + 20 T=—10h + 20
(b) La grafica estd trazada en la Figura 19. La pendiente es m = —10°C/km, y ésta repre-
0 n senta la rapidez de cambio de temperatura con respecto a la distancia arriba del suelo.
En consecuencia, la temperatura disminuye 10°C por kilémetro de altitud.
(¢) A una altitud de 7 = 2.5 km la temperatura es
FIGURA 19 —10(2.5) + 20 = =25 + 20 = —5°C

©_ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 73 |

1.10 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Encontramos la “inclinacién”, o pendiente, de una recta que
pasa por dos puntos al dividir la diferencia en las coordenadas

___de estos puntos entre la diferencia en las coordenadas
___. Entonces, la recta que pasa por los puntos (0, 1) y (2, 5)
tiene pendiente

2. Una recta tiene la ecuacién y = 3x + 2.
(a) Estarecta tiene pendiente

(b) Cualquier recta paralela a esta recta tiene pendiente

(c) Cualquier recta perpendicular a esta recta tiene pendiente

3. La forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta con

pendiente 3 que pasa por el punto (1, 2) es

4. (a) La pendiente de una recta horizontal es . La ecuacién de
la recta horizontal que pasa por (2, 3) es
(b) La pendiente de una recta vertical es . La ecuacion de

la recta vertical que pasa por (2, 3) es

HABILIDADES
5-12 m Encuentre la pendiente de la recta que pasa por Py Q.
&5 P0,0),0(4,2) 6. P(0,0), 02, —6)
P(2,2), 0(~10,0) P(1,2), 0(3.3)
P(2.4), 0(4.3) 10. P(2,-5), 0(~4.3)
11. P(1, —=3), 0(—1,6) 12. P(—1, —4), 0(6,0)
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-19.

23.

-25.
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13. Encuentre las pendientes de las rectas [,, 1, [3 y I/, en la figura

siguiente.
YA
L [,
1 b
-2 0 2/ x
I —

14. (a) Trace rectas que pasen por (0, 0) con pendientes 1, 0,1, 2y
-1

(b) Trace rectas que pasen por (0, 0) con pendientes %, 3, — %

15-18 m Encuentre la ecuacion para la recta cuya grafica estd tra-
zada.

15. yA 16. yA
3
3
0 3 NS x .
-3 0 2 X
17. YA 18. YA
\\
\
/ \\ 1
o 1/ 3 % —4 0 X
/ N\
N S § \\ _377
/ \
/ \

19-38 m Encuentre la ecuacién de la recta que satisfaga las condi-
ciones dadas.

Pasa por (2, 3), pendiente 5
20.
21.
22.

Pasa por (—2, 4), pendiente —1
Pasa por (1, 7), pendiente %

Pasa por (—3, —5), pendiente —
Pasa por (2, 1) y (1, 6)

24. Pasapor (—1, =2)y (4, 3)
Pendiente 3; intersecciéon en y es —2
26.
27.

28.

Pendiente %; interseccion en y es 4
Interseccion en x es 1; interseccién en y es —3

Interseccion en x es —8; interseccién en y es 6

®.29. Pasa por (4, 5); paralela al eje x

30. Pasa por (4, 5); paralela al eje y

& 31. Pasa por (1, —6); paralela a la recta x + 2y = 6

' 4

4

@

4

4

4

. Interseccion en y es 6; paralela alarecta2x + 3y + 4 =10

. Pasa por (—1, 2); paralela a la rectax = 5

. Pasa por (2, 6); perpendicular a larectay = 1

. Pasa por (—1, —2); perpendicular a la recta 2x + 5y + 8 = 0
. Pasa por (%, —%); perpendicular a la recta 4x — 8y = 1

. Pasa por (1, 7); paralela a la recta que pasa por (2,5)y (=2, 1)

. Pasa por (=2, —11); perpendicular a la recta que pasa por (1, 1)
y(G, =D

(a) Trace la recta con pendiente 3 que pasa por el punto
(=2,

39.

(b) Encuentre la ecuacion para esta recta.

40. (a) Trace la recta con pendiente —2 que pasa por el punto

(4’ _1)

(b) Encuentre la ecuacién para esta recta.

41-44 m Use calculadora graficadora para graficar la familia de rec-
““tas dada en el mismo rectdngulo de vista. ;Qué tienen en comiin las

rectas?

4l. y= —2x+b parab =0, £1, £3, =6

42. y=mx — 3 para m =0, £0.25, =0.75, =1.5
43. y = m(x — 3) para m = 0, £0.25, £0.75, £1.5

4. y =2 + m(x +3) param =0, £0.5, =1, =2, +

45-56 m Encuentre la pendiente y el punto de interseccién y de la
recta y trace su gréfica.

45. x+y=3 46. 3x — 2y =12

47. x +3y =0 48. 2x — 5y =0
49.x—dy+1=0 50. —3x—5y+30=0

51. y=4 52. x= -5

S3.3x—4y=12 54. 4y +8=0
55.3x+4y—-1=0 56. 4x + 5y =10

57. Use pendientes para demostrar que A(1, 1), B(7, 4), C(5, 10) y

D(—1, 7) son vértices de un paralelogramo.

58. Use pendientes para demostrar que A(—3, —1), B(3,3) y

C(—9, 8) son vértices de un tridngulo rectdngulo.

59. Use pendientes para demostrar que A(1, 1), B(11, 3), C(10, 8) y

D(0, 6) son vértices de un rectangulo.

60. Use pendientes para determinar si los puntos dados son colinea-

les (estdan sobre una recta).

@ (1,1),(3,9), (6, 21)
(®) (—1,3),(1,7), (4,15)

61. Encuentre una ecuacién del bisector perpendicular del segmento

de recta que une los puntos A(1, 4) y B(7, —2)



62.

63.

64.

Encuentre el drea del tridngulo formado por los ejes de coorde-
nadas y la recta

2y +3x—6=0
(a) Demuestre que si los puntos de interseccién x y y de una
recta son nimeros diferentes de cero a y b, entonces la
ecuacion de la recta se puede escribir en la forma
x Y

+2 =1
a b

Esta se llama forma dos puntos de interseccion de la
ecuacion de una recta.

(b) Use la parte (a) para hallar la ecuacion de la recta cuyo
punto de interseccién x es 6 y cuyo punto de interseccion y

es —8.

(a)

Encuentre la ecuacién para la recta tangente a la circunfe-
rencia x> + y* = 25 en el punto (3, —4). (Vea la figura.)

(b)

(En qué otro punto sobre la circcunferencia es que una recta
tangente serd paralela a la recta tangente de la parte (a)?

YA

it

d

APLICACIONES

65.

66.

(a)
(b)

Pendiente de una carretera Al poniente de Albuquer-
que, Nuevo México, la Ruta 40 que se dirige al oriente es recta
y con un agudo descenso hacia la ciudad. La carretera tiene una
pendiente del 6%, lo cual significa que su pendiente es — 1%0.
Manejando en esta carretera, observa por sefiales de elevacién
que usted ha descendido una distancia de 1000 pies. ;Cual es el
cambio en su distancia horizontal?

Pendiente de 6%

Calentamiento global Algunos cientificos piensan que el
promedio de la temperatura de la superficie de la Tierra ha es-
tado subiendo constantemente. El promedio de la temperatura
de la superficie se puede modelar con

T=0.02r + 15.0
donde T es la temperatura en °C y ¢ es afios desde 1950.
(Qué representan la pendiente y el punto de interseccién 77?

Use la ecuacién para pronosticar el promedio de la temperatura
de la superficie de la Tierra en 2050.

67.

68.

©.69.

70.

71.

72.
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Dosis de medicamentos Si la dosis recomendada a un
adulto para un medicamento es D (en mg), entonces, para deter-
minar la dosis apropiada ¢ para un nifio de edad a, los farma-
céuticos usan la ecuacién

¢ =0.0417D(a + 1)

Suponga que la dosis para un adulto es 200 mg.
(a) Encuentre la pendiente. ;Qué representa ésta?
(b) (Cuadl es la dosis para un recién nacido?

Mercado de segunda mano La gerente de un mercado
de segunda mano en fin de semana sabe, por experiencia del pa-
sado, que si ella cobra x ddlares por la renta de espacio en el
mercado de segunda mano, entonces el nimero y de espacios
que ella renta estd dado por la ecuacién y = 200 — 4x.

(a) Trace una gréfica de esta ecuacidn lineal. (Recuerde que el
cargo por renta de espacio, asi como el nimero de espacios
rentados, deben ser cantidades no negativas ambas.)

(b) (Qué representan la pendiente, el punto de interseccién y y
el punto de interseccion x de la grafica?

Costo de produccion Un pequefio fabricante de enseres
electrodomésticos encuentra que si produce x hornos tostadores
por mes, su costo de produccién estd dado por la ecuacién

y = 6x + 3000

(donde y se mide en ddlares).

(a) Trace una gréfica de esta ecuacion lineal.

(b) (Qué representan la pendiente y el punto de interseccion y
de la gréfica?

Escalas de temperatura La relacion entre las escalas de

temperatura Fahrenheit (F) y Celsius (C) estd dada por la ecua-

cién F = 2C + 32.

(a) Complete la tabla para comparar las dos escalas a los valo-
res dados.

(b) Encuentre la temperatura a la que las escalas son iguales. [Su-
gerencia: Suponga que a es la temperatura a la que las escalas
son iguales. Haga F = a y C = a y a continuacién despeje a.]

C F

—30°
—20°
-10°
OO

50°

68°

86°

Grillos y temperatura Los bidlogos han observado que la

frecuencia de chirridos de grillos de cierta especie estd relacio-

nada con la temperatura, y la relacion parece ser casi lineal. Un

grillo produce 120 chirridos por minuto a 70°F y 168 chirridos

por minuto a 80°F.

(a) Encuentre la ecuacion lineal que relacione la temperatura ¢
y el nimero de chirridos por minuto 7.

(b) Si los grillos estan chirriando a 150 chirridos por minuto,
estime la temperatura.

Depreciacion Un pequefio negocio compra una compu-
tadora en $4000. Después de 4 aiios el valor de la computadora
se espera que sea de $200. Para fines de contabilidad, el negocio
usa depreciacion lineal para evaluar el valor de la computadora
en un tiempo determinado.
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* 73

74.

Esto significa que si V es el valor de la computadora en el

tiempo ¢, entonces se usa una ecuacion lineal para relacionar V

yt.

(a) Encuentre una ecuacion lineal que relacione V'y t.

(b) Trace una gréfica de esta ecuacion lineal.

(¢) (Qué representan la pendiente y el punto de interseccién V/
de la gréfica?

(d) Encuentre el valor depreciado de la computadora 3 afios a
partir de la fecha de compra.

Presion y profundidad En la superficie del océano, la

presion del agua es la misma que la del aire que estd sobre el

agua, 15 Ib/pulg.. Debajo de la superficie, la presién del agua

aumenta en 4.34 1b/pulg.? por cada 10 pies de descenso.

(a) Encuentre una ecuacion para la relacion entre presion y
profundidad debajo de la superficie del océano.

(b) Trace una gréfica de esta ecuacion lineal.

(c) ;Qué representan la pendiente y el punto de interseccion y
de la gréifica?

(d) ;A qué profundidad es de 100 Ib/pulg.’ la presién?

La presién del agua aumenta con la profundidad

Distancia, rapidez y tiempo Jason y Debbie salen de
Detroit a las 2:00 p.m. y manejan a una rapidez constante, via-

75.

76.

jando hacia al poniente en la carretera I—90. Pasan Ann Arbor,

a 40 millas de Detroit, a las 2:50 p.m.

(a) Exprese la distancia recorrida en términos del tiempo trans-
currido.

(b) Trace la grafica de la ecuacién de la parte (a).

(¢) (Cuadl es la pendiente de esta recta? ;Qué representa?

Costo de conducir un auto El costo mensual de condu-

cir un auto depende del nimero de millas recorridas. Lynn en-

contrd que en mayo su costo de conduccién fue de $380 por

480 millas y, en junio, su costo fue de $460 por 800 millas. Su-

ponga que hay una relacién lineal entre el costo mensual C de

conducir un auto y la distancia recorrida d.

(a) Encuentre una ecuacion lineal que relacione C'y d.

(b) Use la parte (a) para predecir el costo de conducir 1500 mi-
Ilas por mes.

(c) Trace la grafica de la ecuacion lineal. ;Qué representa la
pendiente de la recta?

(d) (Qué representa el punto de interseccion y de la grafica?

(e) (Por qué una relacién lineal es un modelo apropiado para
esta situacion?

Costo de manufactura El gerente de una fibrica de mue-
bles encuentra que cuesta $2200 manufacturar 100 sillas en un
dia y $4800 producir 300 sillas en un dia.

(a) Suponiendo que la relacion entre el costo y el nimero de si-
llas producidas sea lineal, encuentre una ecuacién que ex-
prese esta relacion. A continuacién, grafique la ecuacion.

(b) ;Cual es la pendiente de la recta de la parte (a), y qué re-
presenta?

(¢) (Cudl es el punto de interseccion y de esta recta, y qué re-
presenta?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

77.

78.

¢{Qué significa la pendiente? Suponga que la grifica de
la temperatura exterior en cierto tiempo es una recta. ;Como
estd cambiando el clima si la pendiente de la recta es positiva?
(S es negativa? Y si es cero?

Puntos colineales Suponga que nos dan las coordenadas
de tres puntos en el plano y se desea ver si estdn en la misma
recta. ;Como se puede hacer esto usando pendientes? ;Usando
la Férmula de la Distancia? ;Puede usted considerar otro mé-
todo?

1.11 MODELOS CON EL USO DE VARIACIONES

| Variacion directa P> Variacién inversa P> Variacion conjunta

Cuando los cientificos hablan de un modelo matematico para un fenémeno real, con fre-
cuencia se refieren a una ecuacién que describe la relacién entre dos cantidades. Por ejem-
plo, el modelo podria describir la forma en que la poblacién de una especie animal varia con
el tiempo, o el modo en que la presion de un gas varia a medida que cambia la temperatura.
En esta seccién estudiamos una clase de modelado llamado variacion.



VA
y = kx
ket (k> 0)
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FIGURA 1
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FIGURA 2

d = 1080¢
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V Variacion directa

Dos tipos de modelos matemadticos se presentan con tanta frecuencia que se les dan nombres
especiales. El primero de ellos se llama variacion directa y ocurre cuando una cantidad es
un multiplo constante de la otra, de modo que usamos una ecuacién de la forma y = kx para
modelar esta dependencia.

VARIACION DIRECTA
Si las cantidades x y y estdn relacionadas por una ecuacion
y = kx

para alguna constante k£ # 0, decimos que y varia directamente con x, o que y
es directamente proporcional a x, o simplemente y es proporcional a x. La
constante k se denomina constante de proporcionalidad.

Recuerde que la grafica de una ecuacién de la forma y = mx + b es una recta con pen-
diente m y punto de interseccion b en el eje y. Entonces, la grafica de una ecuacién y = kx
que describe variacion directa es una recta con pendiente k y punto de interseccién 0 en el
eje y (vea Figura 1).

EJEMPLO 1 | Variacion directa

Durante una tormenta se ve el rayo antes de escuchar el trueno porque la luz viaja mucho
mds rdpido que el sonido. La distancia entre una persona y la tormenta varia directamente
con el tiempo entre el reldmpago y el trueno.

(a) Suponga que el trueno de una tormenta que estd a 5400 pies de distancia tarda 5 s en
llegar a usted. Determine la constante de proporcionalidad y escriba la ecuacién para
la variacion.

(b) Trace la grafica de esta ecuacion. ;Qué representa la constante de proporcionalidad?

(c) Si el tiempo entre el reldmpago y el trueno es ahora de 8 s, ¢a qué distancia esta la tor-
menta?
SOLUCION

(a) Sead la distancia entre usted y la tormenta y sea ¢ el tiempo. Nos indican que d varia
directamente con ¢, por lo que

d =kt

donde k es una constante. Para hallar k, usamos el hecho de que t = 5 cuando d = 5400.
Sustituyendo estos valores en la ecuacidn, obtenemos

5400 = k(5) Sustituya
5400 _
k= 5 = 1080 Despeje k
Sustituyendo este valor de k de la ecuacién por d, obtenemos
d = 1080t
porque la ecuacién por d es una funcién de ¢.

(b) La gréfica de la ecuacién d = 1080t es una recta que pasa por el origen con pendiente
1080 y se muestra en la Figura 2. La constante £ = 1080 es la rapidez aproximada del
sonido (en pies/s).

(¢) Cuando r = 8, tenemos

d = 1080 - 8 = 8640
Por lo tanto, la tormenta esta a 8640 pies = 1.6 millas de distancia.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 17 Y 29 |
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0

FIGURA 3 Variacién inversa

V Variacion inversa

Otra ecuacién que se usa con frecuencia en modelado matemético es y = k/x, donde k es
una constante.

VARIACION INVERSA

Si las cantidades x y y estdn relacionadas por la ecuacion
YT

para alguna constante k # 0 decimos que y es inversamente proporcional a x o
que y varia inversamente con x. La constante k se denomina constante de

proporcionalidad.

La grifica de y = k/x para x > 0 se muestra en la Figura 3 para el caso k > 0. Da una
imagen de lo que ocurre cuando y es inversamente proporcional a x.

EJEMPLO 2 | Variacién inversa

La Ley de Boyle dice que cuando una muestra de gas se comprime a una temperatura cons-
tante, la presion del gas es inversamente proporcional al volumen del gas.

(a) Suponga que la presién de una muestra de aire que ocupa 0.106 m* a 25°C es 50 kPa.
Encuentre la constante de proporcionalidad y escriba la ecuacién que expresa la pro-
porcionalidad inversa.

(b) Si la muestra se expande a un volumen de 0.3 m®, encuentre la nueva presion.

SOLUCION

(a) Sea P la presion de la muestra de gas y sea V su volumen. Entonces, por la definicién
de proporcionalidad inversa, tenemos

donde k es una constante. Para hallar k, usamos el hecho de que P = 50 cuando V =
0.106. Sustituyendo estos valores en la ecuacion, obtenemos

50 =—— Sustituya

k = (50)(0.106) = 5.3 Despeje k
Poniendo este valor de k en la ecuacion por P, tenemos

53
\%4

P

(b) Cuando V = 0.3, tenemos
5.3

P="=177
0.3

Entonces la nueva presion es aproximadamente 17.7 kPa.

“ (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 19°Y 35 |

V Variacion conjunta

Una cantidad fisica depende con frecuencia de mds de una cantidad. Si una cantidad es
proporcional a dos o mds cantidades diferentes, a dicha relacion se le denomina variacion
conjunta.
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VARIACION CONJUNTA
Si las cantidades x, y y z estdn relacionadas por la ecuacién
z = kxy

donde k es una constante diferente de cero, decimos que z varia conjuntamente
con x y y o z es conjuntamente proporcional a x y y.

En ciencias, las relaciones entre tres 0 mds variables son comunes, y es posible cualquier
combinacién de los tipos diferentes de proporcionalidad que hemos estudiado. Por ejemplo, si

X
z=k—
y
Decimos que z es proporcional a x e inversamente proporcional a y.

EJEMPLO 3 | Ley de Newton de la Gravitacion

La Ley de Newton de la Gravitacién dice que dos cuerpos con masas m,; y m, se atraen
entre si, con una fuerza F' que es conjuntamente proporcional a sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia r entre los cuerpos. Exprese la Ley de Newton de
la Gravitacién como ecuacion.

SOLUCION  Usando las definiciones de variacién conjunta e inversa y la tradicional
notacién G para la constante de proporcionalidad gravitacional, tenemos

mm
1.5 F=¢G 12 2
r
“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 21 Y #1 |

Si m, y m, son masas fijas, entonces la fuerza gravitacional entre ellas es F = C/#* (donde
0 5 C = Gmm, es una constante). La Figura 4 muestra la grafica de esta ecuacién para r > 0
| con C = 1. Observe como decrece la atraccion gravitacional con una distancia creciente.
FIGURA 4 Grificade F = —

r2

1.11 EJERCICIOS

CONCEPTOS 4. Si z es conjuntamente proporcional a xy ayy si z es 10 cuando x
es4yyes 5, entonces x, y y z estdn relacionadas por la ecuacién

1. Si las cantidades x y y estdn relacionadas por la ecuacién y = 3x,

7=
entonces decimos que y es a x y la constante
S HABILIDADES
2. Si las cantidades x y y estdn relacionadas por la ecuaciéon y = —, . » .
X 5-16 m Escriba una ecuacién que exprese el enunciado.
entonces decimos que y es a x y la constante o
5. T varia directamente con x.
de es 3. . .
6. P es directamente proporcional a w.
3. Si las cantidades x, y y z estdn relacionadas por la ecuacién 7. v es inversamente proporcional a z.
X .
z=3 ; entonces decimosquezes ___ ax 8. w es conjuntamente proporcional a m y n.
e ay. 9. y es proporcional a s e inversamente proporcional a .
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10. P varia inversamente con 7.
11. z es proporcional a la raiz cuadrada de y.

12. A es proporcional al cuadrado de ¢ e inversamente proporcional
al cubo de x.

13. V es conjuntamente proporcional a [, w y h.

14. S es conjuntamente proporcional a los cuadrados de ry 6.

15. R es proporcional a i e inversamente proporcional a Py .

16. A es conjuntamente proporcional a las raices cuadradas de x y y.

17-28 m Exprese el enunciado como una ecuacién. Use la informa-
cién dada para hallar la constante de proporcionalidad.

17. y es directamente proporcional a x. Si x = 6, entonces y = 42.
18. z varfa inversamente con ¢. Si t = 3, entonces z = 5.

.19. R es inversamente proporcional a s. Si s = 4, entonces R = 3.
20. P es directamente proporcional a 7. Si T = 300, entonces P = 20.

21. M varia directamente con x e inversamente cony. Six =2y
y = 6, entonces M = 5.

22. S varia conjuntamente conp 'y q. Sip = 4y g = 5, entonces

= 180.
23. W es inversamente proporcional al cuadrado de r. Si r = 6, en-
tonces W = 10.
24. t es conjuntamente proporcional a x y y, e inversamente propor-

cionalat. Six =2,y =3yr =12, entonces t = 25.

25. C es conjuntamente proporcional a, wy h. Sil=w = h = 2,

entonces C = 128.

s

26. H es conjuntamente proporcional a los cuadrados de /'y w. Si

I =2yw =1 entonces H = 36.

b

27. s es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de 7. Si s =

100, entonces ¢ = 25.

.

28

M es conjuntamente proporcional a a, b y ¢ e inversamente pro-
porcional a d. Si a y d tienen el mismo valor y si b y ¢ son am-
bas 2, entonces M = 128.

APLICACIONES

29. Ley de Hooke La Ley de Hooke dice que la fuerza necesa-
ria para mantener un resorte estirado x unidades mds que su lon-
gitud natural es directamente proporcional a x. Aqui la cons-
tante de proporcionalidad se denomina constante de resorte.
(a) Escriba la Ley de Hooke como una ecuacién.

(b) Si un resorte tiene una longitud natural de 10 cm y se re-
quiere una fuerza de 40 N para mantener estirado el resorte
a una longitud de 15 cm, encuentre la constante de resorte.

(¢) (Qué fuerza es necesaria para mantener estirado el resorte a
una longitud de 14 cm?

]
@

S5cm

(&) siisititiisi

30. Ley del Péndulo El periodo de un péndulo (tiempo trans-

31

32

.

33.

34

currido durante una oscilacién completa del péndulo) varfa di-

rectamente con la raiz cuadrada de la longitud del péndulo.

(a) Exprese esta relacion escribiendo una ecuacion.

(b) Para duplicar el periodo, ;como tendriamos que cambiar la
longitud [?

e —

Costos de impresion El costo C de imprimir una revista

es conjuntamente proporcional al nimero de paginas p de la re-

vista y el nimero m de revistas impresas.

(a) Escriba una ecuacién que exprese esta variacion conjunta.

(b) Encuentre la constante de proporcionalidad si el costo de
impresion es $60,000 para 4000 ejemplares de una revista
de 120 péaginas.

(¢) (Cudl seria el costo de impresion de 5000 ejemplares de
una revista de 92 paginas?

Ley de Boyle La presién P de una muestra de gas es direc-
tamente proporcional a la temperatura 7' e inversamente propor-
cional al volumen V.

(a) Escriba una ecuacion que exprese la variacion.

(b) Encentre la constante de proporcionalidad si 100 L de gas
ejercen una presion de 33.2 kPa a una temperatura de 400 K
(temperatura absoluta medida en la escala Kelvin).

(c) Si la temperatura se aumenta a 500 K y el volumen se dis-
minuye a 80 L, ;cudl es la presion del gas?

Potencia de un molino de viento La potencia P que se
puede obtener de un molino de viento es directamente propor-
cional con el cubo de la velocidad del viento s.

(a) Escriba una ecuacién que exprese la variacion.

(b) Encuentre la constante de proporcionalidad para un molino
de viento que produce 96 watts de potencia cuando el
viento estd soplando a 10 mi/h.

(¢) (Cudnta potencia producird el molino de viento si la veloci-
dad del viento aumenta a 30 mi/h?

Potencia necesaria para impulsar un bote La poten-
cia P (medida en caballos de fuerza, hp) necesaria para impulsar
un bote es directamente proporcional al cubo de la velocidad s. Es
necesario un motor de 80 hp para impulsar cierto bote a 10 nudos.
Encuentre la potencia necesaria para mover el bote a 15 nudos.
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36.

37.

38.

39.

40.

Intensidad del sonido La intensidad L de un sonido (me-
dida en decibeles, dB) es inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia d desde la fuente del sonido. Una persona que se
encuentre a 10 pies de una podadora de césped capta un nivel de
sonido de 70 dB. ;Cudl es la intensidad del sonido de la poda-
dora cuando la persona esté a 100 pies de distancia?

Distancia de parada La distancia de frenado D de un auto
después de habérsele aplicado los frenos varia directamente con
el cuadrado de su velocidad s. Cierto auto que corre a 50 mi/h
puede detenerse en 240 pies. ;Cudl es la velocidad maxima a la
que puede correr si necesita detenerse en 160 pies?

Un chorro de agua La potencia P de un chorro de agua es
conjuntamente proporcional al drea de seccidn transversal A del
chorro y el cubo de la velocidad v. Si v se duplica y el drea de
seccion transversal se reduce a la mitad, ¢en qué factor aumenta
la potencia?

Fuerza ascensional aerodinamica La fuerza ascensio-
nal L del ala de un avién en el despegue varia conjuntamente
con el cuadrado de la velocidad s del avion y el drea A de sus
alas. Un avién con un 4rea de alas de 500 pies® que corre a

50 mi/h experimenta una fuerza ascensional de 1700 Ib. ;Cuénta
fuerza ascensional experimentard un avion con drea de alas de
600 pies’ que corre a 40 mi/h?

Elevacion

Fuerza de resistencia al avance de un bote La
fuerza F de resistencia al avance en un bote es conjuntamente
proporcional al area A de superficie himeda en el casco y el
cuadrado de la velocidad s del bote. Un bote experimenta una
fuerza de resistencia al avance de 220 Ib cuando navega a 5 mi/h
con un drea de superficie himeda de 40 pies®. ;Con qué rapidez
debe estar navegando un bote si tiene 28 pies’ de drea de super-
ficie himeda y estd experimentando una fuerza de resistencia al
avance de 175 1b?

Patinar en una curva Un auto se desplaza en una curva
que forma un arco circular. La fuerza F necesaria para evitar
que el auto patine es conjuntamente proporcional al peso w del
auto y el cuadrado de la velocidad s, y es inversamente propor-
cional al radio r de la curva.

(a) Escriba una ecuacioén que exprese esta variacion.

L3

N

41.

42,

43.

44.

45.

SECCION 1.11 | Modelos con el uso de variaciones 123

(b) Un auto que pesa 1600 Ib se desplaza en una curva a 60
mi/h. El siguiente auto en transitar por esta curva pesa 2500
Ib y requiere la misma fuerza que el primer auto para evitar
que patine. ;Cual es la velocidad a la que circula?

Resistencia eléctrica La resistencia R de un alambre va-

ria directamente con su longitud L e inversamente con el cua-

drado de su didmetro d.

(a) Escriba una ecuacion que exprese esta variacién conjunta.

(b) Encuentre la constante de proporcionalidad si un alambre
de 1.2 m de largo y 0.005 m de didmetro tiene una resisten-
cia de 140 ohms.

(c) Encuentre la resistencia de un alambre hecho del mismo
material que mide 3 m de largo y tiene un didmetro de
0.008 m.

Tercera Ley de Kepler La Tercera Ley de Kepler de mo-

vimiento planetario dice que el cuadrado del periodo 7" de un

planeta (el tiempo que tarda en hacer una revolucién completa

alrededor del Sol) es directamente proporcional al cubo de su

promedio de distancia d desde el Sol.

(a) Exprese la Tercera Ley de Kepler como ecuacion.

(b) Encuentre la constante de proporcionalidad usando el hecho
que, para nuestro planeta, el periodo es alrededor de 365 dias
y la distancia promedio es de unos 93 millones de millas.

(¢) El planeta Neptuno estd a unos 2.79 X 10° millas del Sol.
Encuentre el periodo de Neptuno.

Energia de radiaciéon El total de energia de radiacién E

emitida por una superficie calentada, por unidad de drea, varfa

con la cuarta potencia de su temperatura absoluta 7. La tempe-

ratura es 6000 K en la superficie del Sol y 300 K en la superfi-

cie de la Tierra.

(a) ;Cudntas veces mds energia de radiacién por unidad de drea
es producida por el Sol que por la Tierra?

(b) El radio de la Tierra es de 3960 millas y el radio del Sol es
de 435,000 millas. ;Cudntas veces mds de radiacion total
emite el Sol que la Tierra?

Valor de un lote El valor de un lote para construccién en
la isla de Galiano es conjuntamente proporcional a su drea y a la
cantidad de agua producida por un pozo que esta en la propie-
dad. Un lote de 200 pies por 300 pies tiene un pozo que pro-
duce 10 galones de agua por minuto, y estd valuado en 48,000
ddlares. ;Cuadl es el valor de un lote de 400 pies por 400 pies si
el pozo del lote produce 4 galones de agua por minuto?

Produccion de coles En una corta temporada de produc-
cidn del territorio drtico canadiense de Nunavut, algunos jardi-
neros encuentran posible producir coles gigantes en el sol de
medianoche. Suponga que el tamafio final de una col es pro-



124 CAPITULO 1 | Fundamentos

46.

porcional a la cantidad de nutriente que recibe e inversamente
proporcional al nimero de otras coles que la rodean. Una col
que recibe 20 onzas de nutrientes y tenfa otras 12 coles a su
alrededor crecié a un peso de 30 libras. ;De qué tamafio crece-
ria si recibe 10 onzas de nutrientes y tiene sélo 5 coles “veci-
nas”?

Calor de una fogata El calor que percibe un excursionista
por una fogata es proporcional a la cantidad de madera en la fo-
gata e inversamente proporcional al cubo de su distancia desde
la misma. Si el excursionista estd a 20 pies de la fogata y al-
guien duplica la cantidad de madera que estd ardiendo, ;a qué
distancia de la fogata tendria que estar para captar el mismo ca-
lor que antes?

47.

48.

Frecuencia de vibracion La frecuencia f de vibraciones

de una cuerda de violin es inversamente proporcional a su lon-

gitud L. La constante de proporcionalidad k es positiva y de-

pende de la tension y densidad de la cuerda.

(a) Escriba una ecuacion que represente esta variacion.

(b) ;Qué efecto tendra duplicar la longitud de la cuerda en la
frecuencia de su vibracién?

Propagacion de una enfermedad La rapidez r con la
que se propaga una enfermedad en una poblacién de tamafio P
es conjuntamente proporcional al nimero x de personas infecta-
das y del nimero P — x que no estén infectadas. Una infeccion
brota en una pequefla ciudad que tiene una poblacién P = 5000.
(a) Escriba una ecuacién que exprese » como funcién de x.

(b) Compare la rapidez de propagacion de esta infeccién
cuando 1000 personas estdn infectadas. ;Cual rapidez es
mds grande? ;En qué factor?

(¢) Calcule la rapidez de dispersién cuando toda la poblacién
estd infectada. ;Por qué tiene sentido intuitivo esta respuesta?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

49.

¢La proporcionalidad lo es todo? Numerosas leyes de
fisica y quimica se pueden expresar como proporcionalidades.
D¢ al menos un ejemplo de una funcién que ocurre en las cien-
cias y que no sea una proporcionalidad.
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VERIFICACION DE CONCEPTOS

[
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w
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i

6.

Defina verbalmente cada término. (Compruebe consultando la
definicion del texto.)

(a) Un nimero entero
(¢) Un numero irracional

(b) Un ntimero racional
(d) Un nimero real

Exprese cada una de estas propiedades de nimeros reales.
(a) Propiedad Conmutativa

(b) Propiedad Asociativa

(¢) Propiedad Distributiva

(Qué es un intervalo abierto? ;Qué es un intervalo cerrado?
(Qué notacién se usa para estos intervalos?

(Cudl es el valor absoluto de un nimero?

(a)
(b)
(c)
(@

En la expresion a, ;cudl es la base y cudl es el exponente?
(Qué significa @' si x = n, un entero positivo?

(Qué pasa six = 0?

(Qué pasa si x es un entero negativo: x = —n, donde n es
un entero positivo?

. Qué pasa si s = m/n, un niimero racional?

Exprese las Leyes de Exponentes.

(e)
)

(a)
(b)
(c)

(Qué significa Va = b?

(Por qué es Va® = laf?

(Cuantas raices n reales tiene un nimero positivo real si n
es impar? Y si es par?

10.
11.

12.

13.

14.
15.
16
17.
18.
19.

Explique cémo funciona el procedimiento de racionalizar el de-
nominador.

Exprese las Férmulas de Productos Notables para (a + b)% (a —
b (a + b’y (a — b)’.

Exprese cada una de las Férmulas de Factorizacién Notable.
(a) Diferencia de cuadrados (b) Diferencia de cubos
(¢) Suma de cubos

(Qué es la solucién de una ecuacién?

(Como se resuelve una ecuacién que contenga radicales? ;Por
qué es importante comprobar las respuestas al resolver ecuacio-
nes de este tipo?

(Como se resuelve una ecuacién

(a) algebraicamente? (b) graficamente?

Escriba la forma general de cada tipo de ecuacion.
(a) Una ecuacion lineal (b) Una ecuacion cuadratica

(Cudles son las tres formas de resolver una ecuacién cuadratica?
Exprese la Propiedad del Producto Cero.

Describa el proceso de completar el cuadrado.

Exprese la férmula cuadratica.

(Cudl es el discriminante de una ecuacién cuadratica?

Exprese las reglas para trabajar con desigualdades.



20. ;Coémo se resuelve
(a) una desigualdad lineal?
(b) una desigualdad no lineal?

21. (a) ;Como se resuelve una ecuacién con un valor absoluto?
(b) (Como se resuelve una desigualdad con un valor absoluto?

22. (a) Describa el plano de coordenadas.
(b) ({Como se localizan puntos en el plano de coordenadas?

23. Exprese cada férmula.
(a) La Férmula de la Distancia
(b) La Férmula del Punto Medio

24. Dada una ecuacion, cudl es su grafica?

25. ;Como se encuentran los puntos de interseccion de x y de y de
una grafica?

26. Escriba la ecuacion de la circunferencia con centro (h, k) y radio r.

27. Explique el significado de cada tipo de simetria. ;Como se prueba?
(a) Simetria con respecto al eje x

B EJERCICIOS
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(b) Simetria con respecto al eje y
(¢) Simetria con respecto al origen

28. Defina la pendiente de una recta.

29. Escriba cada forma de la ecuacién de una recta.
(a) La forma punto-pendiente
(b) La forma pendiente-interseccién

30. (a) (Cual es la ecuacion de una recta vertical?
(b) (Cuadl es la ecuacion de una recta horizontal?

31. ;Cuadl es la ecuacién general de una recta?

32. Dadas unas rectas con pendientes m,; y m,, explique como se
puede saber si las rectas son

(a) paralelas (b) perpendiculares

33. Escriba una ecuacién que exprese cada relacion.
(a) y es directamente proporcional a x.
(b) y es inversamente proporcional a x.
(¢) zes conjuntamente proporcional axy ay.

1-4 m Exprese la propiedad de nimeros reales que se use.

1. 3x + 2y = 2y + 3x

2. (a+ b)a—>b)=(a—b)a+D)

3. 4a + b) =4a + 4b

4. A+ 1Dx+y)=A+1)x+ A+ 1)y
5-6 m Exprese el intervalo en términos de desigualdades y, a conti-
nuacién, grafique el intervalo.

5. [-2,6) 6. (—o0,4]

7-8 m Exprese la desigualdad en notacién de intervalos y, a conti-
nuacion, grafique el intervalo correspondiente.

7. x=5 8. -1 <x=5

9-18 m Evalie la expresion.

9.3 - -9 10. 1 —[1—[—1]]
11 273 - 372 12. V-125

13. 216717 14. 64

15. % 16. Va\/324

17. 212812 18. V2V50

19-28 m Simplifique la expresion.

x}(2x)*
19. ( S ) 20. (02)73(a3b)2(b3)4
3
. F2g43\ 6
21 (307 Ga )’ 2 (rws)
23, V(ry)h' 24. Vi'y!
9x3y 172 )fzy3 -2 x3y ?
25. (y73> 26. ( X2y ) (W)
y

8r1/2s73

27. ———
27 2%

b3\ 2
28. ( %)

2a’b
29. Escriba el nimero 78,250,000,000 en notacidn cientifica.

30. Escriba el nimero 2.08 X 107% en notacién decimal ordinaria.

31. Sia=0.00000293, b = 1.582 X 107"y ¢ = 2.8064 X 10'% use
una calculadora para aproximar el niimero ab/c.

32. Si su corazoén late 80 veces por minuto y usted vive hasta los 90
afios de edad, estime el nlimero de veces que su corazén pulsa
durante su vida. Exprese su respuesta en notacion cientifica.

33-48 m Factorice la expresién completamente.

33. 12x%y* — 3xy” + 9x3y? 34. x2—9x + 18

35. x*+3x— 10 36. 6x2 +x — 12
37. 41> — 13t — 12 38 xt—2x? 41

39. 25 — 16¢2 40. 2y% — 32y?

41. x° — 1 2. 93 -2 —y+2
43, x7 12— 2x12 4+ x¥2 44. a*b® + ab®

45. 4x3 —8x? +3x— 6 46. 8x* + y°

47. (x* + 2)% + 2x(x* + 2)2 + X*Var + 2

48. 3x® — 2x> + 18x — 12

49-64 m Ejecute las operaciones indicadas y simplifique.
49. 2x + 1)(3x — 2) — 5(4x — 1)

50. 2y —7)(2y + 7)

51. 1 +x)2—x) —(3—x)3 +x)

52. Vx(Vx + 1)(2Vx — 1)

x>2=2x—-3

53 x%x —2) +xx —2)? 54 T2
¥l =2) 4 xlx = 2) 227 + 5¢ + 3
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57.

58.

60.

61.

63

64

Fundamentos

xX24+2x—3 3x+12 =1
3 . 56. —
x“+ 8x + 16 x—1 t©—1
x2—2x—15;x2—x—12
2—6x+5 xr—1
2 1 3
-+ + 59. b2
x x—2 (x—2)° x—=1 x*—-1
1 N | 2
x+2 x*—4 x*—x-2
1.1 11
x 2 62‘x x+ 1
x—2 1 1
—+
x x+1
Vo6
————~— (racionalice el denominador
V3 + V2 ( )
Vx+h— Vx . .
— (racionalice el numerador)

65-80 m Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacion.

65.

67.

69.
71.
73.

75.

77.

78.
79.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Tx—6=4x+9 66. 8 —2x =14 + x
x+1 3x
= 68. (x +2)*=(x —4)
x—1 3x—6 C+r27=6-9
-9+ 14=0 70. x>+ 24x + 144 =0
2x24+x=1 72. 332 +5x—2=0
4x3 —25x =0 74. x> —2x2 = 5x+10=0
1 2
3x2+4x—-1=0 76. — + =3
x x—1
X 1 8
—+ =
x—2 x+2 x*—-4
xt—82-9=0
|x—7] =4 80. [2x — 5| =9
El propietario de una tienda vende pasitas en $3.20 por libra y

nueces en $2.40 por libra. El decide mezclar las pasitas y nue-
ces y vende 50 Ib de la mezcla en $2.72 por libra. {Qué cantida-
des de pasitas y nueces debe usar?

Antonio sale de Kingston a las 2:00 p.m. y viaja en auto a
Queensville, a 160 millas de distancia, a 45 mi/h. A las 2:15
p-m. Helen sale de Queensville y va en auto a Kingston a 40
mi/h. ;A qué hora se encuentran entre si en la carretera?

Una mujer va en bicicleta a 8 mi/h més rdpido de lo que corre. To-
das las mafianas anda en bicicleta 4 millas y corre 23 millas, en un
total de 1 hora de ejercicio. ;Cudl es la velocidad a la que corre?

La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo tiene 20 cm de longi-
tud. La suma de las longitudes de los otros dos lados es 28 cm.
Encuentre las longitudes de los otros lados del tridngulo.

Abbie pinta el doble de rdpido que Beth y el triple de rdpido que
Cathie. Si les toma 60 minutos pintar una sala con las tres trabaja-
doras juntas, ¢cudnto tiempo tardaria Abbie si ella trabajara sola?

La propietaria de una casa desea poner una cerca en tres terre-
nos de jardin adyacentes, uno para cada uno de sus hijos, como
se muestra en la figura. Si cada lote ha de ser de 80 pies® de

drea y ella tiene a la mano 88 pies de material para la cerca,
(qué dimensiones debe tener cada lote?

87-94 m Resuelva la desigualdad. Exprese la solucidn usando nota-
cion de intervalos y grafique el conjunto de solucién en la recta nu-
mérica real.

87. 3x — 2> —11 88. -1 <2x+5=3
89. x2+4x—12>0 90. x> =1
—4 5
91. x2 =0 92. ————— <0
x°—4 xT—x"—4x + 4
93. [x—5|=3 9. |x— 4] <002

95.
97.

#495-98 m Resuelva graficamente la ecuacion o desigualdad.

96. Vit d=x—5
98, x° — 4x2 —5x>2

X2 —4x=2x+7

4y — 3 = x2

99-100 m Nos dan dos puntos Py Q.

99.

101-
101.
102.

103.

104.

105.

106.

(a) Determine Py Q en un plano de coordenadas.

(b) Encuentre la distancia de P a Q.

(c) Encuentre el punto medio del segmento PQ.

(d) Trace la recta determinada por Py Q, y encuentre su
ecuacion en forma de pendiente e interseccion.

(e) Trace la circunferencia que pasa por Q y tiene centro
P, y encuentre la ecuacion de esta circunferencia.

P(2,0), QO(=5.12)  100. P(7,—1), Q(2,—11)

102 m Trace la regién dada por el conjunto.
{(xy)| 4<x<4 y —-2<y<2}

{Gey)[x=4 or y=2}

(Cudl de los puntos A(4, 4) o B(S, 3) es mds cercano al punto
C(—1, =3)?

Encuentre una ecuacién del circulo que tenga centro (2, —5) y

radio V2.

Encuentre la ecuacidn de la circunferencia que tiene centro
(=5, —1) y pasa por el origen.

Encuentre la ecuacién de la circunferencia que contiene los
puntos P(2, 3) y O(—1, 8) y tiene el punto medio del seg-
mento PQ como su centro.

107-110 m Determine si la ecuacién representa una circunferencia,
representa un punto o no tiene grafica. Si la ecuacién es la de una
circunferencia, encuentre su centro y radio.

107.
108.

24y +2x—6y+9=0
2x2+2y? —2x + 8y =1
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109. x> +y2 + 72 = 12x 131. La Ley de Hooke dice que si un peso w se fija a un resorte
) N colgante, entonces la longitud alargada s del resorte estd li-
110. x~ +y=—6x — 10y + 34 =0 . .
nealmente relacionada a w. Para un resorte particular tenemos

111-118 m Pruebe la simetria de la ecuacién y trace su grafica.

s=03w+ 25
UL y=2-3x 12 2x=-y+1=0 donde s se mide en pulgadas y w en libras.
13. x + 3y =21 4. x =2y +12 (a) (Qué representan la pendiente y el punto de interseccion s
115. y = 16 — x? 116. 8x +y> =0 en esta ecuacién?
117. x = Vy 118. y = —V1 — x? (b) (Cual es la longitud del resorte cuando se le fija un peso

de 5 libras?

19-122 m Use calculadora graficadora para graficar la ecuacion en

B rec tingulo de vista apropiado. 132. Margarita es contratada por una empresa de contadores con un

salario de $60,000 por afio. Tres afios después, su salario anual

119. y = x> — 6x 120. y = V5 — x ha aumentado a $70,500. Suponga que su salario aumenta li-
5 nealmente.
121. y = x> — 4x% — 5x 122. LA y2=1 (a) Encuentre una ecuacién que relacione el salario anual S de
4 ella con el nimero de afios 7 que ella ha trabajado para la

123. Encuentre la ecuacién para la recta que pasa por los puntos emp{esa. . ) .

(-1, —6)y (2, —4) (b) (Qué representan la pel?dlente yel p}lnto de interseccion S
de la ecuacién del salario de Margarita?
124. Encuentre la ecuacion para la recta que pasa por el punto ()¢ Cuadl serd su salario después de 12 afios con la empresa?

(6, —3) y tiene pendiente —1. o
133. Suponga que M varia directamente con z, y M = 120 cuando
125. Encuentre la ecuacién para la recta que tiene punto de inter- z = 15. Escriba una ecuacién que exprese esta variacion.
seccion x de 4 y punto de interseccién y de 12. . .
134. Suponga que z es inversamente proporcional ay, y que z = 12

126. Encuentre la ecuacion para la recta que pasa por el punto cuando y = 16. Escriba una ecuacién que exprese z en térmi-
(1, 7) y es perpendicular a la recta x — 3y + 16 = 0. nos de y.

127. Encuentre la ecuacion para la recta que pasa por el origeny s 135, La intensidad de iluminacién / de una luz varfa inversamente
paralela a la recta 3x + 15y = 22. con el cuadrado de la distancia d desde la luz.

128. Encuentre la ecuacién para la recta que pasa por el punto (a) Escriba'este enunciado como una ejcuac'ién. .
(5,2) y es paralela a la recta que pasa por (—1, =3) y (3, 2). (b) Determine la constante de proporcionalidad si se sabe que

una ldmpara tiene una intensidad de 1000 candelas a una
distancia de 8 metros.
(¢) (Cudl es la intensidad de esta ldmpara a una distancia de

129 Ny 20 metros?

129-130 m Encuentre ecuaciones para la circunferencia y la recta de
la figura.

136. La frecuencia de una cuerda en vibracién bajo constante ten-
sién es inversamente proporcional a su longitud. Si una cuerda
de violin de 12 pulgadas de largo vibra 440 veces por se-
gundo, ;a qué longitud debe acortarse para que vibre 660 ve-
ces por segundo?

(—5,12)

137. La velocidad terminal de un paracaidista es directamente pro-
porcional a la raiz cuadrada de su peso. Un paracaidista de
160 1b de peso alcanza una velocidad terminal de 9 mi/h.
(Cudl es la velocidad terminal para un paracaidista que pesa
240 libras?

A

138. El alcance médximo de un proyectil es directamente proporcio-
nal al cuadrado de su velocidad. Un lanzador de béisbol lanza
una pelota a 60 mi/h, con un alcance maximo de 242 pies.
(Cudl es este maximo alcance si é] lanza la pelota a 70 mi/h?

130.
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(a) Grafique los intervalos (—5, 3] y (2, co) sobre la recta de niimeros reales.
(b) Exprese las desigualdades x = 3y —1 = x < 4 en notacién de intervalos.
(c) Encuentre la distancia entre —7 y 9 sobre la recta de nimeros reales.

Evalde cada una de las expresiones siguientes.

23 -2
@ (-3)* (b) —3* (037 (d) > (e) <§> ® 167

@
Escriba cada uno de estos nimeros en notacion cientifica.
(a) 186,000,000,000 (b) 0.0000003965

Simplifique cada expresion. Escriba su respuesta final sin exponentes negativos.

3 3/2..3\ -2
(a) V200 — V32 (b) (3ab>)(4ab?)? (c) ( . )

X2y 12
S
x2+3x+2 x? x+1 X oy
di —
- ©a v 0T
y X
V10

Racionalice el denominador y simplifique:

V5 -2
Realice las operaciones indicadas y simplifique.

@@ 3(x+6)+42x—5) () (x+3)4x—5) (¢) (Va+ Vb)(Va— Vb)

(d) (2x + 3)? (e) (x +2)°
Factorice por completo cada expresion.
(a) 4x>—25 (b) 2x> +5x — 12 (© x> —3x2—4x+ 12
d) x*+ 27x (e) 3x2 — ox!2 + 6x7 12 ) x3y — 4xy
Encuentre todas las soluciones reales.
| 2x 2x — 1 N

(@ x+5=14—3x (b) +1: () x*—x—12=0

X

@ 2x*+4x+1=0 (e V3-Vx+5=2 M x*=3x*+2=0
(@ 3|x—4| =10
Mary viajé en auto de Amity a Belleville a una velocidad de 50 mi/h. En el viaje de regreso,

manejé a 60 mi/h. El total del viaje duré 4% h de tiempo de manejo. Encuentre la distancia
entre estas dos ciudades.

Una parcela rectangular de tierras mide 70 pies mds larga que su ancho. Cada diagonal entre
esquinas opuestas mide 130 pies. ;Cudles son las dimensiones de la parcela?

Resuelva estas desigualdades. Escriba la respuesta usando notacién de intervalos y trace la
solucién en la recta de nimeros reales.

@ —4<5-3x=17 (b) x(x — 1)(x +2)>0
2x — 3
© |x—4|<3 @~ =

Se ha de almacenar una botella de medicina a una temperatura entre 5°C y 10°C. ;A qué in-
tervalo corresponde esto en la escala Fahrenheit? [Nota: Las temperaturas Fahrenheit (F) y
Celsius (C) satisfacen la relacién C = 3(F — 32)]

. ¢Para qué valores de x estd definida la expresién V' 6x — x* como un ntimero real?

. Resuelva graficamente la ecuacion y la desigualdad.

(@ x*—9%x—1=0 (b) x> —1=|x+1]

. (a) Localice los puntos P(0, 3), O(3, 0) y R(6, 3) en el plano de coordenadas. ;Ddénde debe

estar ubicado el punto S para que PORS sea un cuadrado?
(b) Encuentre el drea de PQRS.
(a) Trace la graficade y = x> — 4.
(b) Encuentre los puntos de interseccion x y y de la gréfica.
(c) (La grifica es simétrica alrededor del eje x, del eje y o del origen?
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Sean P(—3, 1) y Q(5, 6) dos puntos en el plano de coordenadas.

(a) Localice Py Q en el plano de coordenadas.

(b) Encuentre la distancia entre Py Q.

(¢) Encuentre el punto medio del segmento PQ.

(d) Encuentre la pendiente de la recta que contenga a Py Q.

(e) Encuentre el bisector perpendicular de la recta que contengaa Py Q.

(f) Encuentre la ecuacion para la circunferencia para el que el segmento PQ es un didmetro.
Encuentre el centro y radio de cada circunferencia y trace su gréfica.

@ x*+y*=25 () x—2)+O+1)=9 () x*+6x+y>—2y+6=0
Escriba una ecuacion lineal 2x — 3y = 15 en forma de pendiente e interseccion, y trace su
grifica. ;Cudles son la pendiente y el punto de interseccién y?

Encuentre una ecuacion para la recta con la propiedad dada.

(a) Pasa por el punto (3,—6) y es paralela a larecta 3x + y — 10 = 0.

(b) Tiene punto de interseccién x en 6 y punto de interseccion y en 4.

Un gedlogo usa una sonda para medir la temperatura 7 (en °C) del suelo, a varias profundi-

dades debajo de la superficie, y encuentra que a una profundidad de x centimetros la tempera-
tura estd dada por la ecuacioén lineal 7 = 0.08x — 4.

(a) (Cudl es la temperatura a una profundidad de 1 metro (100 cm)?

(b) Trace una gréfica de la ecuacién lineal.

(c) (Qué representan la pendiente, la interseccién en x y la interseccién T de la grafica de
esta ecuacion?

El peso maximo M que puede ser soportado por una viga es conjuntamente proporcional a su

ancho w y el cuadrado de su altura A, e inversamente proporcional a su longitud L.

(a) Escriba una ecuacion que exprese esta proporcionalidad.

(b) Determine la constante de proporcionalidad si una viga de 4 pulg. de ancho, 6 pulg. de
alto y 12 pies de largo puede soportar un peso de 4800 libras.

(c) Siuna viga de 10 pies hecha del mismo material mide 3 pulg. de ancho y 10 pulg. de
alto, ;cudl es el peso maximo que puede soportar?

Si usted tuvo dificultad con cualquiera de estos problemas, puede repasar la seccion de este
capitulo que se indica a continuacion.

Si usted tuvo dificultad con

este problema de examen Repase esta seccion
1 Seccioén 1.1
2, 3, 4(a), 4(b), 4(c) Seccion 1.2
4(d), 4(e), 4(f), 5 Seccioén 1.4
6,7 Seccién 1.3
8 Seccion 1.5
9,10 Seccion 1.6
11,12, 13 Seccion 1.7
14 Seccién 1.9
15, 16, 17(a), 17(b) Seccion 1.8
17(c), 17(d) Seccién 1.10
17(e), 17(f), 18 Seccién 1.8
19, 20, 21 Seccion 1.10

22 Seccién 1.11
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Un modelo es una representacion de un objeto o un proceso. Por ejemplo, un Ferrari de
juguete es un modelo del auto real; un mapa de caminos es un modelo de las calles en una
ciudad. Un modelo matematico es una representacion matemadtica (por lo general una ecua-
cién) de un objeto o proceso. Una vez hecho un modelo matematico, éste se puede usar para
obtener informacion ttil o hacer predicciones acerca de lo que esté siendo modelado. En
estas secciones de Enfoque sobre modelado exploramos diferentes formas en las que se
pueden usar matematicas para modelar fendmenos reales.

V La recta que mejor se ajusta a los datos

En la Seccién 1.10 usamos ecuaciones lineales para modelar relaciones entre cantidades
variables. En la practica estas relaciones se descubren al recolectar datos, pero los datos
reales raras veces caen en una recta precisa. La grafica de dispersion de la Figura 1(a)
muestra el resultado de un estudio acerca de la obesidad infantil. La grafica determina el
indice de masa corporal (BMI) contra el nimero de horas al dia de ver television para 25
adolescentes. Desde luego que no esperariamos que los datos fueran exactamente lineales
como en la Figura 1(b), pero hay una fendencia lineal indicada por la recta azul de la Figura
1(a): a mds horas que un adolescente ve television, mds alto es el BMI. En esta seccidn
aprenderemos a hallar la recta que mejor se ajusta a los datos.

BMI BMI
30 - 30 T
20 20
] ]
10 T 10
0 1 2 3 4 5 h 0 1 2 3 4 5 h
(a) Recta de mejor ajuste (b) La recta se ajusta exactamente
a los datos

FIGURA 1

La Tabla 1 da la tasa de mortalidad infantil en todo el pais para el periodo de 1950 a
2000. La tasa es el nimero de infantes que mueren antes de llegar a su primer afio de vida,
contado por cada 1000 nifios nacidos vivos.

TABLA 1 y
Mortalidad infantil en 30 ¢
Estados Unidos 1 e
Afio Tasa 207 °
1950 29.2 10+ ° .
1960 26.0 1 o
1970 20.0 ) ) ) ) )
1980 1 12.6 O] 10 20 30 40 50 x
1990 9.2 ) ) )
2000 6.9 FIGURA 2 Tasa de mortalidad infantil
en Estados Unidos

La gréfica de dispersion de la Figura 2 muestra que los datos estdn aproximadamente en
una linea recta. Podemos tratar de ajustar una recta visualmente para aproximar los puntos
de datos, pero como los datos no son exactamente lineales, hay muchas rectas que podria



FIGURA 3 Intentos visuales para
ajustar la recta a los datos
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FIGURA 4 Distancia de los
puntos de datos a la recta
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FIGURA 5 Ingreso de los datos

FIGURA 6
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parecer que funcionan. La Figura 3 presenta dos aspectos de “visualizar” una recta para
ajustarse a los datos.

y
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| | | | |

0l 10 20 30 40 50
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De todas las rectas que pasan por estos puntos de datos hay una que “mejor” se ajusta a
los datos, en el sentido de que da el modelo lineal mds preciso para los datos. A continuacién
describimos cémo hallar esta recta.

Parece razonable que la recta de mejor ajuste es aquella tan cercana como sea posible a
todos los puntos de datos. Esta es la recta para la cual la suma de las distancias verticales
de los puntos de datos a la recta es tan pequefia como sea posible (vea Figura 4). Por razo-
nes técnicas es mejor usar la recta donde la suma de los cuadrados de estas distancias sea la
mds pequefia. Esta se denomina recta de regresion. La férmula para la recta de regresién
se encuentra por medio de cdlculo, pero afortunadamente la féormula estd programada en
casi todas las calculadoras graficadoras. En el Ejemplo 1 vemos cémo usar una calculadora
TI-83 para hallar la recta de regresion para los datos de mortalidad infantil descritos lineas
antes. (El proceso para otras calculadoras es similar.)

EJEMPLO 1 | Recta de regresion para tasas de mortalidad

infantil en Estados Unidos

(a) Encuentre la recta de regresioén para los datos de mortalidad infantil de la Tabla 1.
(b) Grafique la recta de regresion en una grafica de dispersion de los datos.
(¢) Use la recta de regresion para estimar las tasas de mortalidad infantil en 1995 y 2006.

SOLUCION

(a) Para hallar la recta de regresion usando una calculadora TI-83, primero debemos in-
gresar los datos en las listas L; y L, a las que se tiene acceso presionando la tecla
y seleccionando Edi t. La Figura 5 muestra la pantalla de la calculadora des-
pués de ingresar los datos. (Observe que estamos haciendo x = 0 correspondiente al
afio 1950, de modo que x = 50 corresponde a 2000. Esto hace que las ecuaciones sean
mads faciles de trabajar.) A continuacion presionamos la tecla otra vez para se-
leccionar Calc, en seguida4:LinReg(ax+b), que da la salida visualizada en la Fi-
gura 6(a). Esto nos dice que la recta de regresion es

y=—048x + 294

Aqui x representa el nimero de afios desde 1950, y y representa la tasa de mortalidad
infantil correspondiente.

(b) La gréfica de dispersion y la recta de regresién han sido determinadas en la pantalla de
una calculadora graficadora en la Figura 6(b).

LinReg
y=ax+b
a=-.4837142857
b=29.40952381

0 55

(a) Salida del comando LinReq (b) Grafica de dispersion v recta de regresion
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(c) Elafio 1995 es 45 afios después de 1950, de manera que sustituyendo por x encontra-
mos que y = —0.48(45) + 29.4 = 7.8. Por lo tanto, la tasa de mortalidad infantil en
1995 fue alrededor de 7.8. Andlogamente, sustituyendo 56 por x, encontramos que la
tasa de mortalidad infantil pronosticada para 2006 fue de aproximadamente
—0.48(56) + 29.4 = 2.5. |

Una busqueda en Internet muestra que la verdadera tasa de mortalidad infantil fue de 7.6
en 1995y 6.4 en 2006. Entonces, la recta de regresion es suficientemente precisa para 1995
(la tasa real fue un poco menor que la tasa pronosticada), pero estd muy alejada para 2006 (la
tasa real fue mds del doble de la tasa pronosticada). La razén es que la tasa de mortalidad
infantil en Estados Unidos dejé de bajar y en realidad empez6 a subir en 2002, por primera
vez en mas de un siglo. Esto muestra que debemos ser cuidadosos al extrapolar modelos
lineales fuera del dominio sobre el cual estdn dispersos los datos.

V Ejemplos de andlisis de regresion

Desde que comenzaron los Juegos Olimpicos en 1896, los avances en eventos de pista y
campo han estado mejorando constantemente. Un ejemplo en el que los récords ganadores
han presentado una tendencia lineal ascendente es el salto con pértiga. El salto con pértiga
Steven Hooker, ganador de la meda- empez6 en Holanda como actividad practica: al viajar de una poblacién a otra, las personas
1la de oro olimpica de 2008, en salto  saltaban los muchos canales que cruzaban la zona para evitar tener que salirse de su camino
con pértiga para hombres y hallar un puente. Las familias tenfan a la mano un buen abasto de maderos de longitudes
apropiadas para cada miembro de la familia. El salto de altura con pértiga, en lugar de dis-
tancia, se convirtié en un evento universitario de pista y campo hacia mediados del siglo xix
y fue uno de los eventos de los primeros Juegos Olimpicos modernos. En el siguiente ejem-
plo vemos un modelo lineal para récords ganadores de medalla de oro en Juegos Olimpicos,
en el salto de altura con pértiga para hombres.

AP Photo/Michael Probst

EJEMPLO 2 | Recta de regresion para récords olimpicos de
salto de altura con pértiga

La Tabla 2 da los récords olimpicos de salto de altura con pértiga para hombres, hasta 2004.
(a) Encuentre la recta de regresion para los datos.

(b) Haga una gréfica de dispersion de los datos y grafique la recta de regresion. ;La recta
de regresion parece ser apropiada para modelar los datos?

(¢) (Qué representa la pendiente de la recta de regresion?

(d) Use el modelo para predecir la altura ganadora de salto con pértiga para los Juegos

Olimpicos de 2008.

TABLA 2

Récords olimpicos de salto con pértiga para hombres
Ano X Medallista de oro Altura (m) Ano X Medallista de oro Altura (m)
1896 —4 William Hoyt, USA 3.30 1956 56 Robert Richards, USA 4.56
1900 0 Irving Baxter, USA 3.30 1960 60 Don Bragg, USA 4.70
1904 4 Charles Dvorak, USA 3.50 1964 64 Fred Hansen, USA 5.10
1906 6 Fernand Gonder, France 3.50 1968 68 Bob Seagren, USA 5.40
1908 8 A. Gilbert, E. Cook, USA 3.71 1972 72 W. Nordwig, E. Germany 5.64
1912 12 Harry Babcock, USA 3.95 1976 76 Tadeusz Slusarski, Poland 5.64
1920 20 Frank Foss, USA 4.09 1980 80 W. Kozakiewicz, Poland 5.78
1924 24 Lee Barnes, USA 3.95 1984 84 Pierre Quinon, France 5.75
1928 28 Sabin Can, USA 4.20 1988 88 Sergei Bubka, USSR 5.90
1932 32 William Miller, USA 431 1992 92 M. Tarassob, Unified Team 5.87
1936 36 Earle Meadows, USA 4.35 1996 96 Jean Jaffione, France 5.92
1948 48 Guinn Smith, USA 4.30 2000 100 Nick Hysong, USA 5.90
1952 52 Robert Richards, USA 4.55 2004 104 Timothy Mack, USA 5.95
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22?6525652857 (a) Seax = afio — 1900, de modo que 1896 corresponde a x = —4, 1900 a x = 0 y asf

b=3.400989881 sucesivamente. Usando calculadora, encontramos la siguiente recta de regresion:
y = 0.0266x + 3.40

(b) La gréfica de dispersion y la recta de regresion se ilustran en la Figura 7. La recta de

) . regresion parece ser un buen modelo para los datos.
Salida en la funciéon LinReg en la ] ] ) .
TI-83 (¢) La pendiente es el promedio de porcentaje de aumento en el récord de salto con

pértiga por ano. Entonces, en promedio, el récord de salto con pértiga aumenté en
0.0266 m/afio.

Altura
(m)

FIGURA 7 Grifica de dispersion y

recta de regresion para los datos de
salto con pértiga Afios a partir de 1900

(d) El afio 2008 corresponde a x = 108 en nuestro modelo. EI modelo da
y = 0.0266(108) + 3.40

~ 6.27

Por lo tanto, el modelo predice que en 2008 el salto con pértiga ganador serd de
6.27 m. |

En los Juegos Olimpicos de 2008 en Beijing, China, la medalla de oro olimpica en el
salto con pértiga fue ganada por Steven Hooker de Australia, con un salto de 5.96 metros.
Aun cuando esta altura estableci6 un récord olimpico, fue considerablemente mds bajo que
los 6.27 m pronosticados por el modelo del Ejemplo 2. En el Problema 10 vemos una recta
de regresion para los datos de salto con pértiga de 1972 a 2004. Haga usted el problema para
ver si este conjunto restringido de datos mds recientes da un mejor prondstico para el récord

de 2008.
(Un modelo lineal es realmente apropiado para los datos del Ejemplo 2? En subsiguien-
TABLA 3 tes secciones de Enfoque sobre modelado estudiamos modelos de regresién que usan otros
Datos de tumores causados por asbesto tipos de funciones, y aprendemos a escoger el mejor modelo para un conjunto determinado
de datos.
Porcentaje que En el siguiente ejemplo vemos como se usa regresién lineal en investigacién médica
Exposicion presentaba para investigar potenciales causas de enfermedades como el cancer.
al asbesto tumores
(fibras/mL) pulmonares EJEMPLO 3 | Recta de regresion para enlace entre asbesto y
50 2 cancer
45188 g Cuando ratas de laboratorio son expuestas a fibras de asbesto, algunas ratas presentan tu-
900 10 mores pulmonares. La Tabla 3 es una lista de los resultados de varios experimentos realiza-
1100 2% dos por diferentes cientificos.
1600 42 (a) Encuentre la recta de regresion para los datos.
1800 37 (b) Haga una grafica de dispersion y grafique la recta de regresion. ;La recta de regresion
2000 28 parece ser un modelo razonable para los datos?
3000 50 . . .. )
(¢) (Qué representa el punto de interseccion y de la recta de regresion?
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SOLUCION
(a) Usando calculadora, encontramos la siguiente recta de regresion (vea Figura 8(a)):
y = 0.0177x + 0.5405

(b) La grafica de dispersion y recta de regresion estdn graficadas en la Figura 8(b). La
recta de regresion parece ser un modelo razonable para los datos.

LinReg
y=ax+b
a=.0177212141
b=.5404689256
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(a) Salida del comando LinReg (b) Gréfica de dispersion y recta de regresién

FIGURA 8 Regresion lineal para los datos de asbesto-tumores

(c) El punto de interseccion y es el porcentaje de ratas a las que se les formaron tumo-
res cuando no habia fibras de asbesto presentes. En otras palabras, éste es el por-
centaje que normalmente presentan tumores pulmonares (por razones diferentes al
asbesto). |

V ;{Qué tan bueno es el ajuste? El coeficiente de correlacion

Para cualquier conjunto determinado de datos con dos variables siempre es posible hallar
una recta de regresion, incluso si los puntos de datos no tienden a estar en una recta y si las
variables parecen no estar relacionadas en absoluto. Veamos las tres gréficas de dispersion
de la Figura 9. En la primera grafica de dispersion, los puntos de datos estdn cercanos a una
recta. En la segunda gréfica, todavia se observa una tendencia lineal pero los puntos estdn
mas dispersos. En la tercera grafica no parece haber ninguna tendencia en absoluto, lineal o
de otro tipo.

VA . YA VA
r=0.98 o0 r=0.84 o r=0.09
... ° L] o . ..
¢ ° ° :a- ° ° .. °
... ° l. .- ¢ ° %°e ©
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° .o. ¢ .l l:u . . o 0o
° l.l ¢ ° Co .
° ° .. o *o g°
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FIGURA 9

Una calculadora graficadora puede darnos una recta de regresién por cada una de estas
graficas de dispersion, pero, ;qué tan bien representan o “se ajustan” estas lineas a los datos?
Para contestar esta pregunta, los expertos en estadistica han inventado el coeficiente de
correlacion, por lo general denotado por r. El coeficiente de correlacion es un niimero entre
—1y 1 que mide qué tan cercanamente los datos siguen a la recta de regresion, o bien, en
otras palabras, qué tan fuertemente estan correlacionadas las variables. Numerosas calcu-
ladoras dan el valor de r cuando calculan la recta de regresion. Si res cercanaa —1 oa l,
entonces las variables estdn fuertemente correlacionadas, es decir, la grafica de dispersion
sigue muy de cerca a la recta de regresion. Si r es cercana a 0, entonces las variables estan
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débilmente correlacionadas o no estan correlacionadas para nada. (El signo de r depende de
la pendiente de la recta de regresion.) Los coeficientes de correlacion de las graficas de dis-
persion de la Figura 9 estan indicados en las graficas. Para la primera grafica, r es cercana
a 1 porque los datos estdn muy cercanos a ser lineales. La segunda grafica también tiene una
r relativamente grande, pero no tan grande como la primera, porque los datos, si bien son
bastante lineales, estdn mds difusos. La tercera gréfica tiene una r cercana a 0, ya que préc-
ticamente no hay tendencia lineal en los datos.

No hay reglas rigidas y rdpidas para determinar qué valores de r son suficientes para
decidir que una correlacion lineal es “significativa”. El coeficiente de correlacion es sélo
una guia aproximada para ayudarnos a decidir cudnta fe poner en una determinada recta de
regresion. En el Ejemplo 1 el coeficiente de correlacién es —0.99, indicando un muy alto
nivel de correlacién, por lo cual podemos con seguridad decir que la baja en tasas de mor-
talidad infantil de 1950 a 2000 fue fuertemente lineal. (El valor de r es negativo, puesto que
la mortalidad infantil tuvo una tendencia a la baja en este periodo.) En el Ejemplo 3 el
coeficiente de correlacion es 0.92, que también indica una fuerte correlacion entre las varia-
bles. Entonces, la exposicion al asbesto estd claramente asociada con el crecimiento de tu-
mores pulmonares en ratas. ;Significa esto que el asbesto causa cancer pulmonar?

Si dos variables estdn correlacionadas, esto no necesariamente significa que un cambio en
una variable causa un cambio en la otra. Por ejemplo, el matematico John Allen Paulos afirma
que la medida en calzado estd fuertemente correlacionada con las calificaciones en matemati-
cas entre nifios escolares. ;Esto significa que los pies grandes causan altas calificaciones en
matemdticas? Ciertamente que no, pero la medida en calzado y la facilidad para las matem4-
ticas aumentan independientemente a medida que los nifios crecen. Por lo tanto, es importante
no saltar a las conclusiones: la correlacion y la causa no son lo mismo. La correlacién es una
util herramienta para descubrir importantes relaciones de causa y efecto; pero para demostrar
una causa debemos explicar el mecanismo por medio del cual una variable afecta a la otra. Por
ejemplo, el enlace entre fumar y el cancer pulmonar fue observado como correlacién mucho
antes que la ciencia encontrara el mecanismo por el que fumar causa cancer pulmonar.

PROBLEMAS

1. Longitud del fémur y estatura Los antrop6logos usan un modelo lineal que rela-
ciona la longitud del fémur con la estatura. El modelo permite a un antropélogo determinar la
estatura de una persona cuando sélo se encuentra un esqueleto parcial (incluyendo el fémur).
En este problema encontramos el modelo al analizar los datos acerca de la longitud del fémur
y la estatura para los ocho hombres dados en la tabla.

(a) Haga una gréfica de dispersién de los datos.
(b) Encuentre y grafique una funcién lineal que modele los datos.

(¢) Un antropdlogo encuentra un fémur de 58 cm de longitud. ;Cudl era la estatura de la

persona?
Longitud del |Estatura
fémur (cm) (cm)
50.1 178.5
48.3 173.6
45.2 164.8
447 163.7
44.5 168.3
427 165.0
39.5 155.4
38.0 155.8

2. Demanda de bebidas gaseosas El gerente de una tienda de conveniencia observa
que las ventas de bebidas gaseosas son mds altas en dfas calurosos, de modo que retine los
datos de la tabla.

(a) Haga una gréfica de dispersién de los datos.

(b) Encuentre y grafique una funcién lineal que modele los datos.
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(¢) Use el modelo para predecir las ventas de gaseosas si la temperatura es de 95°F.

Temperatura alta (°F) | Nimero de latas vendidas
55 340
58 335
64 410
68 460
70 450
75 610
80 735
84 780

3. Diametro de un arbol y su edad Para estimar las edades de drboles, los guarda-
bosques usan un modelo lineal que relaciona el didmetro de un arbol con la edad del mismo.
El modelo es ttil porque el didmetro de un drbol es mucho mds fécil de medir que la edad
(que requiere herramientas especiales para extraer una seccion transversal representativa del
arbol y contar los anillos). Para hallar el modelo, use los datos de la tabla, que fueron re-
colectados para una cierta variedad de robles.

(a) Haga una gréfica de dispersion de los datos.
(b) Encuentre y grafique una funcién que modele los datos.

(¢) Use el modelo para estimar la edad de un roble cuyo didmetro es de 18 pulgadas.

Diametro (pulg.) | Edad (aiios)
2.5 15
4.0 24
6.0 32
8.0 56
9.0 49
9.5 76
12.5 90
15.5 89

4. Niveles de dioxido de carbono El Observatorio de Mauna Loa, ubicado en la isla de
Hawaii, ha estado observando niveles de didxido de carbono (CO,) en la atmdsfera desde
1958. La tabla es una lista del promedio anual de niveles de CO, medidos en partes por
millén (ppm) de 1984 a 2006.

(a) Haga una gréfica de dispersion de los datos.
(b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

(¢) Use el modelo lineal de la parte (b) para estimar el nivel de CO, en la atmésfera en
2005. Compare su respuesta con el nivel real de CO, de 379.7 que fue medido en 2005.

Afio | Nivel de CO, (ppm)
1984 344.3
1986 347.0
1988 351.3
1990 354.0
1992 356.3
1994 358.9
1996 362.7
1998 366.5
2000 369.4
2002 372.0
2004 377.5
2006 380.9




Frecuencia de
Temperatura chirridos
(°F) (chirridos/minuto)
50 20
55 46
60 79
65 91
70 113
75 140
80 173
85 198
90 211
Porcentaje |Porcentaje positivo
de flujo (%) de mosquitos (%)
0 22
10 16
40 12
60 11
90 6
100 2
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5. Temperatura y grillos que chirrian Unos bidlogos han observado que la frecuencia

de chirridos de grillos de cierta especie parece estar relacionada con la temperatura. La tabla
siguiente muestra las frecuencias de chirridos para varias temperaturas.

(a) Haga una gréfica de dispersion de los datos.
(b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

(¢) Use el modelo lineal de la parte (b) para estimar la frecuencia de chirridos a 100°F.

. Extensién del hielo del Océano Artico El Centro Nacional de Informacién de

Nieve y Hielo monitorea la cantidad de hielo del Artico todo el afio. La tabla siguiente da
valores aproximados para la extensién del hielo marino en millones de kilémetros cuadrados
de 1980 a 2006, en intervalos de dos afios.

(a) Haga una gréfica de dispersion de los datos.
(b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

(¢) Use el modelo lineal de la parte (b) para estimar la extensién del hielo en el afio 2010.

Extension del hielo Extension del hielo
Afio | (millones de km?) Afo | (millones de km?)
1980 7.9 1994 7.1
1982 7.4 1996 7.9
1984 7.2 1998 6.6
1986 7.6 2000 6.3
1988 7.5 2002 6.0
1990 6.2 2004 6.1
1992 7.6 2006 5.7

. Prevalencia de mosquitos La tabla siguiente es una lista de la abundancia relativa de

mosquitos (medida por el porcentaje positivo de mosquitos) contra la rapidez de flujo (me-
dida como porcentaje del flujo médximo) de redes de canales en la ciudad de Saga, Jap6n.

(a) Haga una gréfica de dispersion de los datos.
(b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

(c) Use el modelo lineal de la parte (b) para estimar el porcentaje positivo de mosquitos si el
flujo del canal es 70% del mdximo.

. Ruido e inteligencia Expertos en audiologia estudian la inteligibilidad de oraciones

habladas bajo diferentes niveles de ruido. La inteligibilidad, calificacién de una MRT (imagen
de resonancia magnética), se mide como porcentaje de una oracién pronunciada y que el es-
cucha puede descifrar a cierto nivel de ruido en decibeles (dB). La tabla muestra los resulta-
dos de uno de dichos exdmenes.

(a) Haga una gréfica de dispersion de los datos.

(b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

(¢) Encuentre el coeficiente de correlacion. jEs apropiado un modelo lineal?

(d) Use el modelo lineal de la parte (b) para estimar la inteligibilidad de una oracién a un
nivel de ruido de 94 dB.

Nivel de ruido Calificacion
(dB) en MRT (%)
80 99
84 91
88 84
92 70
96 47
100 23
104 11
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9.

10.

Esperanza de vida El promedio de esperanza de vida en Estados Unidos ha estado au-
mentando constantemente en las dltimas décadas, como se ve en la tabla siguiente.

(a) Haga una grafica de dispersién de los datos.
(b) Encuentre y grafique la recta de regresion.

(c) Use el modelo lineal que encontré en la parte (b) para predecir la esperanza de vida en el
afio 2006.

(d) Busque en la Internet o en la biblioteca de su plantel para hallar el promedio real de es-
peranza de vida en 2006. Compare con su respuesta de la parte (c).

Ano | Esperanza de vida
1920 54.1
1930 59.7
1940 62.9
1950 68.2
1960 69.7
1970 70.8
1980 73.7
1990 75.4
2000 76.9

Salto con pértiga en Juegos Olimpicos La grifica de la Figura 7 indica que en
afios recientes la altura ganadora de salto con pértiga para hombres, en Juegos Olimpicos, ha
caido por debajo del valor pronosticado por la recta de regresion del Ejemplo 2. Esto podria
haber ocurrido porque cuando el salto con pértiga era un evento nuevo, habfa mucho més es-
pacio para mejorar en la actuacién de los deportistas de esta especialidad, mientras que ahora
hasta el mejor entrenamiento puede dar avances apenas incrementales. Veamos si al concen-
trarnos en resultados mds recientes resulta un mejor prondstico de futuros récords.

(a) Use los datos de la Tabla 2 para completar la tabla de alturas ganadoras de salto con pér-
tiga. (Observe que estamos usando x = 0 para que corresponda al afio 1972, donde em-
pieza este conjunto restringido de datos.)

(b) Encuentre la recta de regresion para los datos de la parte (a).

(¢) Localice los datos y la recta de regresién en los mismos ejes. ¢La recta de regresion
parece dar un buen modelo para los datos?

(d) ;Cuadl predice la recta de regresion como altura ganadora de salto con pértiga para los
Juegos Olimpicos de 2008? Compare este valor pronosticado con la altura ganadora real
de 2008 de 5.96 metros, como se describe en la pagina 133. ;Esta nueva recta de re-
gresion ha dado un mejor pronéstico que la recta del Ejemplo 2?

Ano

=

Altura (m)

1972 5.64

1976

>®» | »| O

1960

1964

1968

1992

1996

2000

2004




Ajuste lineal de datos 139

11. Récords olimpicos de natacidon Las tablas siguientes dan los tiempos de medalla de
oro en el evento de natacion de 100 metros estilo libre, en Juegos Olimpicos, para hombres y
mujeres.

(a) Encuentre las rectas de regresion para los datos de hombres y de mujeres.

(b) Trace ambas rectas de regresion en la misma gréfica. ;Cudndo predicen estas rectas que
las mujeres superaran a los hombres en el evento? ;Esta conclusion parece razonable?

HOMBRES MUJERES

Aiio Medallista de oro Tiempo (s) Ano Medallista de oro Tiempo (s)
1908 C. Daniels, USA 65.6 1912 F. Durack, Australia 82.2
1912 D. Kahanamoku, USA 63.4 1920 E. Bleibtrey, USA 73.6
1920 D. Kahanamoku, USA 61.4 1924 E. Lackie, USA 72.4
1924 | J. Weissmuller, USA 59.0 1928 | A. Osipowich, USA 71.0
1928 J. Weissmuller, USA 58.6 1932 H. Madison, USA 66.8
1932 Y. Miyazaki, Japan 58.2 1936 H. Mastenbroek, Holland 65.9
1936 | F. Csik, Hungary 57.6 1948 | G. Andersen, Denmark 66.3
1948 | W.Ris, USA 57.3 1952 | K. Szoke, Hungary 66.8
1952 C. Scholes, USA 57.4 1956 D. Fraser, Australia 62.0
1956 J. Henricks, Australia 554 1960 D. Fraser, Australia 61.2
1960 J. Devitt, Australia 55.2 1964 D. Fraser, Australia 59.5
1964 D. Schollander, USA 53.4 1968 J. Henne, USA 60.0
1968 M. Wenden, Australia 52.2 1972 S. Nielson, USA 58.59
1972 M. Spitz, USA 51.22 1976 K. Ender, E. Germany 55.65
1976 | J. Montgomery, USA 49.99 1980 | B. Krause, E. Germany 54.79
1980 J. Woithe, E. Germany 50.40 1984 (Tie) C. Steinseifer, USA 55.92
1984 R. Gaines, USA 49.80 N. Hogshead, USA 55.92
1988 M. Biondi, USA 48.63 1988 K. Otto, E. Germany 54.93
1992 | A. Popov, Russia 49.02 1992 | Z.Yong, China 54.64
1996 | A.Popov, Russia 48.74 1996 | L. Jingyi, China 54.50
2000 P. van den Hoogenband, Netherlands 48.30 2000 1. DeBruijn, Netherlands 53.83
2004 | P.van den Hoogenband, Netherlands 48.17 2004 | J. Henry, Australia 53.84
2008 A. Bernard, France 47.21 2008 B. Steffen, Germany 53.12

12. Medida de calzado y estatura ;Piensa usted que la medida del calzado y la estatura
estan correlacionadas? Investigue al estudiar las medidas de calzado y estaturas de personas
de su grupo en la universidad. (Desde luego, los datos para hombres y mujeres deben ser se-
parados.) Encuentre el coeficiente de correlacion.

gCamprlari.? usted una barra de d"’fg 13. Demanda de barras de dulces En este problema, usted determinard una ecuacién de
df la maquina 5"[’"’”0’54“"' a del pasillo, demanda lineal que describe la demanda de barras de dulces en su grupo en la universidad.
siel precio es como el indicado? Investigue a sus compafieros para determinar qué precio estarfan dispuestos a pagar por una

. barra de dulce. La forma de su estudio podria verse como la muestra de la izquierda.
Precio Siono
206 (a) Haga una tabla del nimero de quienes respondieron “si” a cada nivel de precios.
200 (b) Haga una grafica de dispersion de sus datos.
50¢ (c) Encuentre y grafique la recta de regresiéon y = mp + b, que da el nimero y de quienes
respondieron y que comprarian una barra de dulce si el precio fuera de p centavos. Esta
60¢ es la ecuacion de demanda. ;Por qué la pendiente m es negativa?
708 (d) (Cuadl es el punto de interseccion p de la ecuaciéon de demanda? ;Qué le dice este punto
80¢ de interseccion acerca de los precios de barras de dulce?
90¢
$1.00
$1.10
$120
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;Qué es una funcion?
Gréficas de funciones

Informacién a partir de la
gréfica de una funcién

Rapidez de cambio promedio
de una funcién

Transformaciones de
funciones

Combinacion de funciones

Funciones uno a uno y sus
inversas

ENFOQUE SOBRE MODELADO

Modelado con funciones

Quizad la idea mds Util para modelar el mundo real sea el concepto de funcion.
Veamos un ejemplo. Si un escalador deja caer una piedra desde un alto risco, sa-
bemos que la piedra caerd. Pero esta descripcién general no nos ayuda a saber
cuando llegard la piedra al suelo. Para averiguarlo, necesitamos una regla que
relacione la distancia d que cae la piedra y el tiempo que haya estado en caida.
Galileo fue el primero en descubrir la regla: en ¢ segundos la piedra cae 16£
pies. Esta “regla” se denomina funcion; escribimos esta funcién como d(t) =
167. Con el uso de este modelo de funcién, podemos predecir cuando caerd la
piedra al suelo. En este capitulo estudiamos propiedades de funciones y la forma
en que los modelos funcionales pueden ayudarnos a obtener informacién precisa
acerca de la cosa o proceso que se esté modelando.

d@t) = 1612

-

Descripcion general: La piedra cae. Funcién: En 7 segundos, la piedra cae 1612 pies.

"M
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2.1 ;QUE ES UNA FUNCION?

Funciones a nuestro alrededor P> Definicion de funcion P Evaluacion de una
funcion > Dominio de una funciéon » Cuatro formas de representar una
funcion

En esta seccién exploramos la idea de una funcién y a continuacién damos la definicién de
funcién.

V¥ Funciones a nuestro alrededor

En casi todos los fenémenos fisicos observamos que una cantidad depende de otra. Por
ejemplo, la estatura de una persona depende de su edad, la temperatura depende de la fecha,
el costo de enviar un paquete por correo depende de su peso (vea Figura 1). Usamos el
término funcion para describir esta dependencia de una cantidad con respecto a otra. Esto
es, decimos lo siguiente:

= [a estatura es una funcion de la edad.

= La temperatura es una funcién de la fecha.

= El costo de enviar un paquete por correo depende de su peso.

La Oficina de Correos de Estados Unidos utiliza una sencilla regla para determinar el costo
de enviar por correo un paquete de primera clase con base en el peso del paquete. Pero no
es tan facil describir la regla que relaciona la estatura con la edad o la regla que relaciona
temperatura y fecha.

°F

7 100 w (onzas) | Porte (d6lares)

6 201 . pravtaase O<w=1 1.22
Estatura 4 - _/\'\‘ /\J l<w=2 1.39
(en pies) 3 60 v v 2<w=3 1.56

Py - 40 ] Temperatura alta diaria 3<w=4 1.73

1 1 Columbia, MO, mayo de 2010 d<w=<5 1.90

0 10 15 20 25 0775 10 15 20 25 30 Fecha L2<¥=6 207

Edad (en afios)
FIGURA 1 La estatura es funcion de la edad. La temperatura es funcién de la fecha. El porte es funcién del peso.

(Puede usted considerar otras funciones? Veamos a continuacién algunos ejemplos:

= El drea de un circulo es una funcién de su radio.
= El nimero de bacterias en un cultivo es funcién del tiempo.
= El peso de una astronauta es una funcién de su elevacion.

= El precio de una mercancia es una funcién de la demanda de esa mercancia.

La regla que describe la forma en que el drea A de un circulo depende de su radio r estd
dada por la férmula A = 7r7%. Aun cuando no exista una regla o férmula precisa que describa
una funcién, todavia podemos describir la funcién por medio de una gréfica. Por ejemplo,
cuando abrimos la llave del agua caliente de una llave, la temperatura del agua depende de
cudnto tiempo haya estado saliendo el agua. Por tanto, podemos decir:

= La temperatura del agua de la llave es una funcién del tiempo.

La Figura 2 muestra una grafica aproximada de la temperatura T del agua como funcién del
tiempo ¢ que haya transcurrido desde que se abri6 la llave. La gréfica muestra que la tempe-
ratura inicial del agua es cercana a la temperatura ambiente. Cuando el agua del tanque de
agua caliente llega a la llave, la temperatura T del agua aumenta rapidamente. En la si-
guiente fase, T es constante a la temperatura del agua del tanque. Cuando éste se descarga,
T disminuye a la temperatura del agua fria de alimentacion.



FIGURA 2 Grifica de la tempera-
tura 7 del agua como funcién del
tiempo ¢

Ya antes hemos empleado letras para
representar nimeros. Aqui hacemos
algo muy distinto: usamos letras para
representar reglas.

La tecla de una calculadora es un
buen ejemplo de una funcién como ma-
quina. Primero se ingresa x en la panta-
Ila y, a continuacion, se pulsa la tecla
marcada como . (En casi todas las
calculadoras graficadoras se invierte el
orden de estas operaciones.) Si x < 0,
entonces x no estd en el dominio de
esta funcion; esto es, x no €s una en-
trada aceptable, y la calculadora indi-
card un error. Si x = 0, entonces aparece
una aproximacioén a \/x en la pantalla,
correcta a cierto nimero de lugares de-
cimales. (Entonces, la tecla de la
calculadora no es exactamente la
misma que la funcién matemadtica
exacta f definida por f(x) = Vx.)
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T (°F)A
110
100+ — =

01/ \

80 \

70 \

60

50

0 t

V Definicion de funcion

Una funcién es una regla. Para hablar de una funcidn, es necesario darle un nombre. Usa-
remos letras como f, g, h,... para representar funciones. Por ejemplo, podemos usar la letra

[ para representar una regla como sigue:
“f es la regla “elevar al cuadrado el nimero”

Cuando escribimos f(2) queremos decir “aplicar la regla fal nimero 2”. La aplicacién de la regla
da f(2) = 2> = 4. Del mismo modo, f(3) = 3* = 9, f(4) = 4* = 16, y en general f(x) = x*.

DEFINICION DE UNA FUNCION

Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto A exac-
tamente un elemento, llamado f{x), de un conjunto B.

Por lo general consideramos funciones para las cuales los conjuntos A y B son conjuntos
de niimeros reales. El simbolo f(x) se lee “fde x” 0 “fen x” y se denomina valor de f en x,
o laimagen de x bajo f. El conjunto A recibe el nombre de dominio de la funcién. El rango
de fes el conjunto de todos los valores posibles de f(x) cuando x varia en todo el dominio,
es decir,

Rangode f = {f(x)|x € A}

El simbolo que representa un nimero arbitrario del dominio de una funcién f se llama va-
riable independiente. El simbolo que representa un nimero en el rango de f'se llama variable
dependiente. Por tanto, si escribimos y = f(x), entonces x es la variable independiente y y es
la variable dependiente.

Es ttil considerar una funcion como una maquina (vea Figura 3). Si x estd en el dominio
de la funcion f, entonces cuando x entra a la maquina, es aceptada como entrada y la ma-
quina produce una salida f(x) de acuerdo con la regla de la funcién. Asi, podemos conside-
rar el dominio como el conjunto de todas las posibles entradas y el rango como el conjunto
de todas las posibles salidas.

X — f — f(x)

entrada u salida

Otra forma de representar una funcién es por medio de un diagrama de flecha como en
la Figura 4. Cada flecha conecta un elemento de A con un elemento de B. La flecha indica
que f(x) estd asociada con x, f(a) estd asociada con a, y as{ sucesivamente.

FIGURA 3 Diagrama
de méquina de f

A B

FIGURA 4 Diagrama
de flecha de f f
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elevar al )
x —> cuadrado y _—> ¥~ +4
entrada sumar 4 salida
elevar al
3 ——cuadradoy —> 13
sumar 4
elevar al
—2 ——>cuadradoy —> 8
sumar 4

FIGURA 5 Diagrama de maquina

EJEMPLO 1

Una funcidn f estd definida por la férmula

fx)=x*+4

Anadlisis de una funcidén

(a) Exprese verbalmente como actia f sobre la entrada x para producir la salida f(x).
(b) Evalde f(3), f(=2) y f(V5).
(¢c) Encuentre el dominio y rango de f.

(d) Trace un diagrama de maquina para f.
SOLUCION

(a) La férmula nos dice que f primero eleva al cuadrado la entrada x y luego suma 4 al re-
sultado. Por tanto, f'es la funcién

“elevar al cuadrado, luego sumar 4”
(b) Los valores de f se encuentran al sustituir por x en la férmula f(x) = x* + 4.
f3)=3"+4=13
f(-2) = (-2F +4 =8
FVS) = (V5P +4=9

Sustituir x por 3
Sustituir x por —2

Sustituir x por V35

(¢) El dominio de festd formado por todas las posibles entradas para x. Como podemos
evaluar la férmula f(x) = x* + 4 para cada ndmero real x, el dominio de fes el con-
junto R de todos los niimeros reales.

El rango de f estd formado por todas las posibles salidas de f. Como x* = 0 para to-
dos los niimeros reales x, tenemos x* + 4 = 4, de modo que por cada salida de f tene-
mos f(x) = 4. Entonces, el rango de fes {y|y = 4} = [4, c0).

(d) Un diagrama de maquina para f se ilustra en la Figura 5.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 9,13,17 Y 43 |

V Evaluacion de una funcion

En la definicién de una funcién, la variable independiente x desempeiia el papel de un sim-
bolo o digito. Por ejemplo, la funcién f(x) = 3x* + x — 5 se puede considerar como

o) =3

Para evaluar f'en un niimero, sustituimos el niimero por el simbolo o digito.

=5

EJEMPLO 2 | Evaluacién de una funcién

Sea f(x) = 3x* + x — 5. Evaltie cada valor de la funcién.

@ f(-2) (b) £(0) (©) f(4) @ £(3)
SOLUCION Para evaluar f en un nimero, sustituimos el nimero por x en la definicién
de f.

@ f(-2)=3-(-2)*+(-2)-5=>5
(b) f(0)=3-0>+0—5= -5

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 19 |
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Una funcion definida por tramos estd
definida por diferentes férmulas en di-
ferentes partes de su dominio. La fun-
cién C del Ejemplo 3 estd definida por
tramos.

Expresiones como la del inciso (d) del
ejemplo 4 aparecen con frecuencia en
célculo y se les llama cociente de dife-
rencias y representan el cambio prome-
dio en el valor de fentre x = ay x =
a+ h.
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EJEMPLO 3 | Una funcion definida por tramos

Un plan de teléfono celular cuesta $39 al mes. El plan incluye 400 minutos gratis y cobra
$0.20 por cada minuto adicional de uso. Los cargos mensuales son una funcién del nimero
de minutos usados, dada por
39 si0 = x =400
Clx) = .
39 + 0.20(x — 400) six > 400

Encuentre C(100), C(400) y C(480).

SOLUCION  Recuerde que una funcién es una regla. He aqui cémo aplicamos la regla
para esta funcién. Primero vemos el valor de la entrada x. Si 0 = x = 400, entonces el valor
de C(x) es 39. Por otra parte, si x > 400, entonces el valor de C(x) es 39 + 0.20((x — 400).

Como 100 = 400, tenemos C(100) = 39.

Como 400 = 400, tenemos C(400) = 39.

Como 480 > 400, tenemos C(480) = 39 + 0.20(480 — 400) = 55.

Por tanto, el plan cobra $39 por 100 minutos, $39 por 400 minutos y $55 por 480 minutos.
“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

EJEMPLO 4 | Evaluacién de una funcién
Si f(x) = 2x* + 3x — 1, evalde lo siguiente.

@ f(a) ®) f(~a)
© fla+h) (m&i%jw,wo
SOLUCION

(@) f(a) =2a* +3a — 1
(b) f(—a) =2(—a)*+3(—a) — 1 =2a>—3a — 1
(© fla+h)=2a+h)?*+3a+h)—1
=2(a* + 2ah + h*) + 3(a+ h) — 1
= 24’ + 4ah + 2h* + 3a + 3h — 1
(d) Usando los resultados de las partes (c) y (a), tenemos

fla+ h) — fla) (2a*> + 4ah + 2h* + 3a + 3h — 1) — (2a* + 3a — 1)

h h
dah + 2h* +
_dah £ 20T 3hon 3
h
~ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 m

EJEMPLO 5 | El peso de una astronauta

Si una astronauta pesa 130 libras en la superficie de la Tierra, entonces su peso cuando esté
a h millas sobre la Tierra estd dado por la funcién

3960 >2

n =130 —>
w(h) 30(3960-+h

(a) (Cudl es su peso cuando ella esté a 100 millas sobre la Tierra?
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El peso de un cuerpo que esté sobre la
Tierra, o muy cerca de ésta, es la fuerza
gravitacional que la Tierra ejerce sobre
ese cuerpo. Cuando se encuentre en Or-
bita alrededor de la Tierra, una astron-
auta experimenta la sensacion de “in-
gravidez” porque la fuerza centripeta
que la mantiene en Orbita es exacta-
mente igual que la atraccién gravitacio-
nal de la Tierra.

Los dominios de expresiones algebrai-
cas se estudian en la pagina 35.

(b) Construya una tabla de valores para la funcion w que da el peso de la astronauta a alti-
tudes de 0 a 500 millas. ;Qué se concluye a partir de la tabla?

SOLUCION

(a) Buscamos el valor de la funcién w cuando & = 100; esto es, debemos calcular w(100).

3960

w(100) = 130(
3960 + 100

2
> ~ 123.67

Entonces, a una altitud de 100 millas, ella pesa unas 124 1b.

(b) La tabla da el peso de la astronauta, redondeado a la libra mds cercana, en incrementos
de 100 millas. Los valores de la tabla estan calculados como en la parte (a).

h w(h)
0 130
100 124
200 118
300 112
400 107
500 102

La tabla indica que cuanto mds alto se encuentre ella, menor es su peso.

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 71 |

V¥ Dominio de una funcion

Recuerde que el dominio de una funcién es el conjunto de todas las entradas para la funcién.
El dominio de una funcién puede indicarse explicitamente. Por ejemplo, si escribimos

fx) =x 0=x=5

entonces el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales x para los cuales 0 = x = 5.
Si la funcién estd dada por una expresion algebraica y el dominio no se indica explicita-
mente, entonces por convencion el dominio de la funcion es el dominio de la expresion al-
gebraica, es decir, el conjunto de todos los niimeros reales para los cuales la expresion estd
definida como un niimero real. Por ejemplo, considere las funciones

flx) = glx) = Vi

La funcién f no estd definida en x = 4, de modo que su dominio es {x | x # 4}. La funcién
¢ no estéd definida para x negativa, de modo que su dominio es {x|x = 0}.

EJEMPLO 6 | Hallar dominios de funciones

Encuentre el dominio de cada una de las funciones siguientes.

1
@ f0)=5—  ®g0=Vo-2 @)=

Vi +1
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SOLUCION

(a) Una expresion racional no estd definida cuando el denominador es 0. Como

flx) = 21 -1

x> —x x(x—1)

vemos que f(x) no estd definida cuando x = 0 o x = 1. Entonces, el dominio de fes
{x|x#0,x # 1}
El dominio también se puede escribir en notacién de intervalos como
(00, 0) U (0, 1) U (1, 00)

(b) No podemos tomar la raiz cuadrada de un nimero negativo, de modo que debemos te-
ner 9 — x> = 0. Usando los métodos de la Seccién 1.7, podemos resolver esta des-
igualdad para hallar que —3 = x = 3. Por lo tanto, el dominio de g es

{x|-3=x=3}=[-3,3]

(¢) No podemos tomar la raiz cuadrada de un nimero negativo, y no podemos dividir en-
tre 0, de modo que debemos tener ¢ + 1 > 0, es decir, t > — 1. Por lo tanto, el domi-
nio de & es

{r|t> -1} =(—1,00)

“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 47 Y 51 |

V Cuatro formas de representar una funcion

Para ayudarnos a entender lo que es una funcién, hemos empleado diagramas de maquina
y de flecha. Podemos describir una funcion especifica en las siguientes cuatro formas:

= verbalmente (por descripcidn en palabras)

= algebraicamente (por una féormula explicita)
= visualmente (por una gréfica)

= numéricamente (por una tabla de valores)

Una funcién individual puede estar representada en las cuatro formas, y con frecuencia
es util pasar de una representacion a otra para adquirir més conocimientos sobre la funcién.
No obstante, ciertas funciones se describen en forma mads natural por medio de un método
que por los otros. Un ejemplo de una descripcién verbal es la siguiente regla para convertir
entre escalas de temperatura:

“Para hallar el equivalente Fahrenheit de una temperatura Celsius,
multiplicar por g la temperatura Celsius y luego sumar 32.”

En el Ejemplo 7 vemos cémo describir esta regla verbal algebraica, grafica y numérica-
mente. Una representacion util del drea de un circulo como funcién de su radio es la férmula
algebraica

A(r) = wr?

La grafica producida por un sismégrafo (vea la caja en la pagina siguiente) es una represen-
tacion visual de la funcidn de aceleracion vertical a(f) del suelo durante un terremoto. Como
un ejemplo final, considere la funcién C(w), que se describe verbalmente como “el costo
de enviar por correo una carta de primera clase con peso w”. La forma mas conveniente de
describir esta funcion es numéricamente, es decir, usando una tabla de valores.

Estaremos usando las cuatro representaciones de funciones en todo este libro; las resu-
mimos en el cuadro siguiente.
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Verbal

CUATRO FORMAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION

Usando palabras:

“Para convertir de Celsius a Fahrenheit, multiplicar A(r) = mr?
la temperatura Celsius por %, luego sumar 32.”

Relacion entre escalas de temperatura Celsius y
Fahrenheit.

Algebraica
Usando una féormula:

Area de un circulo

Visual

(cm/s?)
100

50 1

—~501

Usando una gréfica:

ah

w (onzas) C(w) (dolares)
O<w=1 1.22
1<w=2 1.39
2<w=3 1.56
3<w=4 1.73
4<w=>5 1.90
30 7(s) . :
Fuente: Departamento de Minas y Costo de enviar por correo un paquete de primera clase

Aceleracion vertical durante un terremoto

Numérica
Usando una tabla de valores:

Geologia de California

EJEMPLO 7 | Representar una funcién verbal, algebraica,
numérica y graficamente
Sea F(C) la temperatura Fahrenheit correspondiente a la temperatura Celsius C. (Asi, F es la

funcién que convierte entradas Celsius en salidas Fahrenheit.) El cuadro citado lineas antes
da una descripcion verbal de esta funcién. Encuentre formas de representar esta funcién

(a) Algebraicamente (usando una férmula)
(b) Numéricamente (usando una tabla de valores)

(¢) Visualmente (usando una grafica)
SOLUCION

(a) La descripcion verbal nos dice que primero debemos multiplicar la entrada C por 2y
luego sumar 32 al resultado.

F(C) =32C + 32

(b) Usamos la férmula algebraica para F' que encontramos en la parte (a) para construir
una tabla de valores:

C (Celsius) F (Fahrenbheit)

—10 14
0 32
10 50
20 68
30 86

40 104
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(¢) Usamos los puntos tabulados en la parte (b) para ayudarnos a trazar la gréfica de esta
funcion en la Figura 6.

F
100

90
80
70
60
50
40
3

FIGURA 6 Celsius y Fahrenheit -10 0 10 20 30 40 E’

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65 |

2.1 EJERCICIOS

CONCEPTOS 9-12 m Exprese la funcion (o regla) en palabras.
1. Si una funcién f esta dada por la férmula y = f(x), entonces f(a) S99 hx)=x*+2 10. k(x) = Vx +2
= -4
es la de fenx = a. 1L f(x) = X ; 12. g(x) = % 4
2. Para una funcion f, el conjunto de todas las posibles entradas se
denomina de £, y el conjunto de todas las posibles salidas 13-14 m Trace un diagrama de miquina para la funci6n.
. 3
se denomina de f. 13 f() = Vx— 1 14. f(x) = s
¥ —
3. (a) (Cudles de las siguientes funciones tienen 5 en sus dominios?
x—5 15-16 m Complete la tabla.
— 2 _ = = —
f) =27 =3 gl) =" hx) = Vx =10 15. f(x) = 2(x — 1) 16. g(x) = |2x + 3|
(b) Para las funciones de la parte (a) que tienen S en sus domi-
nios, encuentre el valor de la funcién en 5. 5 f(x) B g(x)
4. Una funcién estd dada algebraicamente por la féormula f(x) = 1 3
(x — 4)* + 3. Complete estas otras formas de representar a f: 0 S
(a) Verbal: “Restar 4, luego y . 1 0
(b) Numérica: 2 1
3 3
x £(x)
0 19 17-26 m Evalte la funcién en los valores indicados.
: S7. f@) =2 =6 f(=3). f(3). f(0). £(3). £(10)
6 18. f(x) = 2"+ 2x; f(=2), f(1), £(0), £(5). £(0.2)
Sa9. f(x) =2+ 1;
HABILIDADES F(1). £(=2). £(5). f(a). f(=a). f(a + b)
5-8 m Exprese la regla en notacién de funcién. (Por ejemplo, la 20. f(x) = x* + 2x;
regla “elevar al cuadrado, luego restar 5 se expresa como la fun- 1
cién f(x) = x> — 5.) £(0), £(3), £(=3). f(a), f(=x). f P
5. Sumar 3, luego multiplicar por 2 6. Dividir entre 7, luego restar 4 21, gx) 1 —x
L glx) = ;
7. Restar 5, luego elevar al cuadrado g I +x

8. Tomar la raiz cuadrada, sumar 8, luego multiplicar por . 9(2),9(=2),9(3), 9(a), gla — 1), g(—1)
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1
22. I’l(l) =t+ ?;

OV EINCNENENTEY
23. f(x) = 2x% + 3x — 4;

£0), £(2), f(=2), f(V2), f(x + 1), f(—x)
24, f(x) = x* — 4x?;

25. f(x) =
F(=2), £(0), £(2). £(2). fx + 1), f(x* + 2)
26. f(x) = M
. P
1
520,510,500 5,562, 5 1)
27-30 m Evalde la funcién definida por tramos en los valores indi-
cados.
x2 six <0
27 fx) = {x +1 six=0
£(=2). £(=1). £(0), (1), £(2)
5 six =2
2. f(x)_{zx—3 six>2
3), £(0) - f(5)
x?+2x six=-—1
29. f si—l<x=1
-1 six > 1
,f( 3). f £(0), £(25)
six <0
30. f x+1 si0=x=2
(x —2)* six>2
5). £(0) J5)

31-34 m Use la funcidn para evaluar las expresiones indicadas y
simplifique.

3L f(x) =x*+ 1, flx+2), f(x) + f(2)
32. f(x) =3x — 1; f(2x),2f(x)
33 f(x) = x + 45 f(x?), (f(x))?

fx)

34. f(x) = 6x — 18; f(f>,

3 3

35-42 m Encuentre f(a), f(a + h), y el cociente de diferencias

flat 1) = f1@) gonde n + 0.
h
35, f(x) =3x +2 36. f(x) =x*+1
1
37. f(x) = 38. f(x) = m

L0

L0

4

39.

41.

X 2x

x+ 1 40'f(x):x—1

42. f(x) =

flx) =

f(x) =3 — 5x + 4x?

43-64 m Encuentre el dominio de la funcion.

43.
45.

46.

47.

53.

5S.

57.

59.

61.

63.

flx) = 2x 4. f(x) =x*+1
fx)=2x, —1=x=5
fx)=x*+1, 0=x=5
1 1
o) =123 B 10 =3
x+2 x*
= 3 f<x>—m
flx) =Vx-—5 52, f(x) = Vx+9
ft) = Vi—1 54. g(x) = V7 — 3x
h(x) = V2x =5 56. G Vxs—9
Vaita Ve
o0 =5 8. 9() =ﬁ
g(x) = Vx> — 6x 60. g(x) = Va*—2x— 8
o) == o ) = —
x—4 6 —x
+1)°
o = 220 64 f) =
2x — 1 9 —x

65-68 m Se da una descripcion verbal de una funcién. Encuentre
representaciones (a) algebraica, (b) numérica y (c) grafica para la
funcién.

65.

66.

67.

68.

Para evaluar f(x), divida la entrada entre 3 y sume % al resul-
tado.

Para evaluar g(x), reste 4 de la entrada y multiplique el resultado
por 3.
Sea T(x) la cantidad de impuesto de ventas cobrado en el con-

dado de Lemon por la compra de x délares. Para hallar el im-
puesto, tome 8% del precio de compra.

Sea V(d) el volumen de una esfera de didmetro d. Para hallar el
volumen, tome el cubo del didmetro, luego multiplique por 7y
divida entre 6.

APLICACIONES

69.

Costo de produccion El costo C en délares por producir
x yardas de cierta tela estd dado por la funcién

C(x) = 1500 + 3x + 0.02x* + 0.0001x*

(a) Encuentre C(10) y C(100).
(b) (Qué representan sus respuestas a la parte (a)?
(¢) Encuentre C(0). (Este niimero representa los costos fijos.)



70.

& 71,

72.

73.

Area de una esfera El irea superficial S de una esfera es
una funcién de su radio » dado por

S(r) = 4mr?

(a) Encuentre S(2) y S(3).
(b) (Qué representan sus respuestas en la parte (a)?

Ley de Torricelli Un tanque contiene 50 galones de agua,
que se descarga por una fuga en el fondo, haciendo que el tanque
se vacie en 20 minutos. El tanque se descarga con mds rapidez
cuando estd casi lleno porque es mayor la presién sobre la fuga.
La Ley de Torricelli da el volumen de agua restante en el tan-
que después de  minutos como

t 2
Vi) =501 1 — — 0==r=20
w0 =s0(1- )

(a) Encuentre V(0) y V(20).
(b) (Qué representan sus respuestas a la parte (a)?
(c) Haga una tabla de valores de V(¢) parat = 0, 5, 10, 15, 20.

%\

¢A qué distancia puede usted ver? Debido a la curva-
tura de la Tierra, la distancia D maxima a que se puede ver
desde la parte superior de un edificio alto o un avién a una alti-
tud & estd dada por la funcién

D(h) = \V2rh + h?

donde r = 3960 millas es el radio de la Tierra y D y h se miden

en millas.

(a) Encuentre D(0.1) y D(0.2).

(b) (A qué distancia puede usted ver desde la cubierta de obser-
vacién de la Torre CN de Toronto, a 1135 pies del suelo?

(c) Los aviones comerciales vuelan a una altitud de unas 7 mi-
llas. ;A qué distancia puede ver el piloto?

Circulacidon sanguinea Cuando la sangre circula por una
vena o una arteria, su velocidad v es maxima a lo largo del eje
central y disminuye a medida que la distancia r desde el eje
central aumenta (vea la figura). La férmula que da v como fun-
cion de r se llama ley de flujo laminar. Para una arteria con ra-
dio 0.5 cm, la relacién entre v (en cm/s) y r (en cm) estd dada
por la funcién

o(r) = 18,500(025 — ) 0 =r=05

(a) Encuentre v(0, 1) y v(0, 4).

(b) (Qué le dicen sus respuestas a la parte (a) acerca de la circu-
lacion sanguinea en esta arteria?

(c) Haga una tabla de valores de v(r) = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5.

74.

75.

76.

77.

78.
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Tamanio de la pupila Cuando aumenta la brillantez x de
una fuente de luz, el ojo reacciona al disminuir el radio R de la
pupila. La dependencia de R en x estd dada por la funcién

R(x) 13 + 7x%
X) =1
1+ 4x04
donde R se mide en milimetros y x se mide en unidades de bri-
llantez apropiadas.

(a) Encuentre R(1), R(10) y R(100).
(b) Haga una tabla de valores de R(x).

Relatividad Segin la Teorfa de la Relatividad, la longitud L
de un cuerpo es una funcién de su velocidad v con respecto a un
observador. Para un cuerpo cuya longitud en reposo es 10 m, la

funcién estd dada por

[S)

L) = 104/1 = %
c

donde c es la velocidad de la luz (300,000 km/s).

(a) Encuentre L(0.5¢), L(0.75¢) y L(0.9¢).

(b) ;Coémo cambia la longitud de un cuerpo cuando aumenta su
velocidad?

Impuesto sobre la renta En cierto pafs, el impuesto so-
bre la renta 7 se valora de acuerdo con la siguiente funcién de
ingreso x:

0 si 0 = x = 10,000
T(x) = 4 0.08x si 10,000 < x = 20,000
1600 + 0.15x 120,000 < x

(a) Encuentre 7(5,000), 7(12,000), y 7(25,000).
(b) ;Qué representan sus repuestas en el inciso (a)?

Compras por Internet Una libreria de ventas por Internet
cobra $15 por envio de pedidos de menos de $100 pero no co-
bra nada por pedidos de $100 o mas. El costo C de un pedido es
una funcién del precio total x del libro comprado, dado por

{x+15
X

(a) Encuentre C(75), C(90), C(100) y C(105).
(b) ;Qué representan sus respuestas en la parte (a)?

six < 100

Clx) = six = 100

Costo de una estancia en hotel Una cadena hotelera
cobra $75 por noche por las primeras dos noches y $50 por
cada noche adicional de estancia. El costo total 7 es una funcién
del nimero de noches x que permanezca un huésped.
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79.

80.

81.

2.

Funciones

(a) Complete las expresiones de la siguiente funcién definida
por tramos.
e - {

si0=x=2
six > 2

(b) Encuentre 7(2), T(3) y T(5).
(¢) (Qué representan sus respuestas de la parte (b)?

Boleta de infraccion por rebasar limite de veloci-
dad En cierto estado, la mdxima velocidad permitida en au-
topistas es de 65 mi/h, y la minima es 40 mi/h. La multa F por
violar estos limites es de $15 por cada milla arriba del méximo
o abajo del minimo.

(a) Complete las expresiones de la siguiente funcién definida
por partes, donde x es la velocidad a la cual una persona
estd viajando.

si0<x <40

sid0 =x =65

six > 65

Fx) =

(b) Encuentre F(30), F(50) y F(75).
(¢) (Qué representan sus respuestas de la parte (b)?

Altura de césped El propietario de una casa poda el cés-
ped en la tarde de todos los miércoles. Trace una grafica aproxi-
mada de la altura del césped como funcién del tiempo en el
curso de un periodo de 4 semanas que empieza un domingo.

Cambio de temperatura Una persona coloca un pastel
congelado en un horno y lo hornea durante una hora. A conti-
nuacion, saca el pastel y lo deja enfriar antes de consumirlo.
Trace una grafica aproximada de la temperatura del pastel como
funcion del tiempo.

2 GRAFICAS DE FUNCIONES

82.

83.

Cambio diario de temperatura Las lecturas de tempe-
ratura 7 (en °F) fueron registradas cada 2 horas de la mediano-
che al mediodia en Atlanta, Georgia, el 18 de marzo de 1996. El
tiempo ¢ se midid en horas desde la medianoche. Trace una gra-
fica aproximada de 7 como funcién de .

t| 0| 2 4 6 81 10 | 12

T |58 |57 |53 | 50 | 51 | 57 |61

Crecimiento poblacional La poblacién P (en miles) de
San José, California, de 1988 a 2000 se muestra en la tabla si-
guiente. (Se dan estimaciones de mediados de afio.) Trace una
grafica aproximada de P como funcién de 7.

t | 1988 | 1990 | 1992 | 1994 | 1996 | 1998 | 2000

P | 733 | 782 | 800 | 817 | 838 | 861 895

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

84.

85.

Ejemplos de funciones Al principio de esta seccién estu-
diamos tres ejemplos de funciones ordinarias y frecuentes: la es-
tatura es funcion de la edad, la temperatura es funcion de la fe-
cha y el costo del porte es funcién del peso. Dé otros tres
ejemplos de funciones de nuestra vida diaria.

Cuatro formas de representar una funcion En el
cuadro de la pdgina 148 representamos cuatro funciones dife-
rentes verbal, algebraica, visual y numéricamente. Considere
una funcién que pueda representarse en las cuatro formas y es-
criba las cuatro representaciones.

Graficar funciones por localizacién de puntos P> Graficar funciones con calcu-
ladora graficadora P> Graficar funciones definidas por tramos P> La prueba de
la recta vertical P Ecuaciones que definen funciones

La forma mds importante de visualizar una funcién es por medio de su grifica. En esta
seccién investigamos con mds detalle el concepto de graficar funciones.

V Graficar funciones por localizacion de puntos

Para graficar una funcién f, localizamos los puntos (x, f(x)) en un plano de coordenadas. En
otras palabras, localizamos los puntos (x, y) cuya coordenada x es una entrada y cuya coor-
denada y es la correspondiente salida de la funcion.



(x, £(x)

flx)

1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
|
1
! >
X X

FIGURA 1 La altura de la gréfica
sobre el punto x es el valor de f(x).
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LA GRAFICA DE UNA FUNCION
Si fes una funcién con dominio A, entonces la grafica de fes el conjunto de pares
ordenados

{(x. f(x))| x € A}

localizados en un plano de coordenadas. En otras palabras, la grafica de fes el
conjunto de todos los puntos (x, y) tales que y = f(x); esto es, la grafica de fes
la gréfica de la ecuacién y = f(x).

La gréfica de una funcién f da un retrato del comportamiento o “historia de la vida” de
la funcién. Podemos leer el valor de f(x) a partir de la grafica como la altura de la grifica
arriba del punto x (vea Figura 1).

Una funcion f de la forma f(x) = mx + b se denomina funcién lineal porque su grifica
es la gréfica de la ecuacién y = mx + b, que representa una recta con pendiente m y punto
de interseccién b en y. Un caso especial de una funcion lineal se presenta cuando la pen-
diente es m = 0. La funcién f(x) = b, donde b es un nimero determinado, recibe el nombre
de funcién constante porque todos sus valores son el mismo nimero, es decir, b. Su grafica
es la recta horizontal y = b. La Figura 2 muestra las graficas de la funcién constante f(x) = 3
y la funcién lineal f(x) = 2x + 1.

La funcion constante f(x) = 3 La funcién lineal f(x) = 2x + 1

FIGURA 2

EJEMPLO 1 | Graficar funciones por localizaciéon de puntos
Trace las gréficas de las siguientes funciones.
(@) f(x)=x> () g(x) =« (©) h(x) = Vx

SOLUCION Primero hacemos una tabla de valores. A continuacién, localizamos los
puntos dados por la tabla y los unimos con una curva suave sin irregularidades para obte-
ner la grafica. Las graficas estdn trazadas en la Figura 3 en la pagina siguiente.

x f(x) = x? x g(x) = x* x h(x) = Vx
0 0 0 0 0 0
3 ¥ b § ! !
+1 1 1 1 2 V2
+2 4 2 8 3 V3
+3 9 -1 -1 4 2
-1 -1 5 V5
-2 -8
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FIGURA 3

Funciones

@ flx)=x?

FIGURA 4 Grifica de la funcion

fx) = x° — 8x*

© h(x) =\/x

© (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 11,15Y 19 |

V Graficar funciones con calculadora graficadora

Una forma cémoda de graficar una funcién es usar una calculadora graficadora. Como la
gréfica de una funcion fes la grifica de la ecuacién y = f(x), podemos usar los métodos de
la Seccién 1.9 para graficar funciones en una calculadora graficadora.

EJEMPLO 2 | Graficar una funcién con calculadora graficadora

Use una calculadora graficadora para graficar la funcién f(x) = x* — 8x en un rectingulo
de vista apropiado.

SOLUCION  Para graficar la funcién f(x) = x> — 8x%, debemos graficar la ecuacién

y = x> — 8x°. En la calculadora graficadora TI-83, el rectangulo de vista predeterminado
da la grifica de la Figura 4(a). Pero esta gréifica parece rebasar la parte superior y la infe-
rior de la pantalla. Necesitamos expandir el eje vertical para obtener una mejor represen-
tacion de la gréfica. El rectangulo de vista[—4, 10] por [ —100, 100] da un retrato més
completo de la grafica, como se ve en la Figura 4(b).

10 100
—10 bttt bt 10 —4 10
—10 —100
(@) (b)
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 29 |

EJEMPLO 3 | Una familia de funciones potencia

(a) Grafique las funciones f(x) = X" paran = 2, 4y 6 en el rectdngulo de vista[—2, 2] por
[—1, 3]

(b) Grafique las funciones f(x) = x" paran = 1, 3 y 5 en el rectdngulo de vista[—2, 2] por
[-2,2].

(¢) (Qué conclusiones se pueden sacar de estas graficas?



FIGURA 5 Una familia de funcio-
nes de potencia f(x) = x"

En varias calculadoras graficadoras, la
gréfica de la Figura 6 puede ser produ-
cida al usar las funciones légicas de la
calculadora. Por ejemplo, en la TI-83
la siguiente ecuacién da la grafica re-
querida:

Y, =(X=T)X2+(X>1)(2X+1)

/

-2 + ‘ + 2

5

-1

(Para evitar la recta vertical extrafia en-
tre las dos partes de la grafica, ponga la
calculadora en el modo Do t.)
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Para graficar la funcién f(x) = x", graficamos la ecuacién y = x”". Las gra-
ficas para las partes (a) y (b) se muestran en la Figura 5.

3
2 = ’

(a) Potencias pares de x

-2

(b) Potencias impares de x

(¢) Vemos que la forma general de la grafica de f(x) = x" depende de si n es par o impar.

Si n es par, la grafica de f(x) = x" es similar a la pardbola y = x°.
Si n es impar, la gréifica de f(x) = x" es similar ala de y = x°.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |

Trace la gréfica de la funcién.

Observe de la Figura 5 que cuando #n crece, la grafica de y = x" se hace mds plana cerca
de 0 y mds pronunciado cuando x > 1. Cuando 0 < x < 1, las potencias inferiores de x son
las funciones “mds grandes”. Pero cuando x > 1, las potencias superiores de x son las fun-
ciones dominantes.

V Graficar funciones definidas por tramos

Una funcién definida por tramos estd definida por diferentes férmulas en diferentes partes
de su dominio. Como es de esperarse, la grifica de tal funcién estd formada por tramos

EJEMPLO 4 | Graficar una funcién definida por tramos

2 six =1

2x+ 1 six>1

Six = 1, entonces f(x) = x%, y la parte de la grdfica a la izquierda de x = 1
coincide con la grifica de y = x?, que trazamos en la Figura 3. Si x > 1, entonces f(x) =
2x + 1, y la parte de la grifica a la derecha de x = 1 coincide con larectay = 2x + 1,
que graficamos en la Figura 2. Esto hace posible que tracemos la grafica de la Figura 6.

El punto sélido en (1, 1) indica que este punto estd incluido en la gréfica; el punto abierto
en (1, 3) indica que este punto estd excluido de la grafica.

YA

fx)=2x+1
ifx>1
| FIGURA 6
> x2 six =1
! * f(x)_{2x+1 six > 1

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 |




156 CAPITULO 2 | Funciones

FIGURA 7 Grifica de f(x) = | x|

EJEMPLO 5 | Grafica de la funcion valor absoluto

Trace la gréfica de la funcién valor absoluto f(x) = | x]|.

x| {x six=0
x =
—x six<O0

SOLUCION  Recuerde que

Usando el mismo método que en el Ejemplo 4, observamos que la gréfica de f coincide con

la recta y = x a la derecha del eje y y coincide con la recta y = —x a la izquierda del eje y
(vea Figura 7).
y
1
t t t 0 lv t t ;
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 [

La funcién entero mayor esta definida por
[x] = maximo entero menor o igual a x
Por ejemplo, [2]] = 2, [2.3] = 2, [1.999] = 1, [[0.002]| = 0, [-3.5] = —4,y
[—0.5] = —1.
EJEMPLO 6 | Grafica de la funcion entero mayor

Trace la gréfica de f(x) = [x]

SOLUCION  La tabla muestra los valores de f para algunos valores de x. Observe que
f(x) es constante entre enteros consecutivos, de modo que la grafica entre enteros es un
segmento de recta horizontal, como se ve en la Figura 8.

x [x] 4
+ —o0
—2=x<-1 -2 1
—-1=x<0 -1
0=x<1 0 1+ eo—o
1=x<2 1
2555 | e —
: :
—o0 +

FIGURA 8 La funcién entero
mayor, y = [x] |

La funcién entero mayor es un ejemplo de una funcién escalén. El siguiente ejemplo da
un ejemplo real de una funcién escalén.

EJEMPLO 7 | La funcién de costo para llamadas telefénicas

de larga distancia
El costo de una llamada telefénica de larga distancia diurna de Toronto, Canadd, a Mumbai,
India, es de 69 centavos por el primer minuto y 58 centavos por cada minuto adicional (o
parte de un minuto). Trace la gréfica del costo C (en ddlares) de la llamada telefénica como
funcién del tiempo ¢ (en minutos).



C
Ol
Ol
Ol

Ol
1

t t t t t >
0 1 t

FIGURA 9 Costo de una llamada de
larga distancia

Las funciones continuas estidn definidas

en forma mds precisa en la Seccién
13.2, en la pagina 851.

FIGURA 10 Prueba de la Recta
Vertical

yA

FIGURA 11 (a)
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SOLUCION  Sea C() el costo por t minutos. Como ¢ > 0, el dominio de la funcién es
(0, 00). De la informacién dada tenemos

C(r) = 0.69 sio<r=1

C(r) = 0.69 + 0.58 = 1.27 sil<tr=2

C(r) = 0.69 + 2(0.58) = 1.85 si2<t=3

C(r) = 0.69 + 3(0.58) =243 si3<t=4

y asi sucesivamente. La grafica se muestra en la Figura 9.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 81 |

Una funcién se llama continua si su grafica no tiene “rupturas” o “huecos”. Las funcio-
nes de los Ejemplos 1, 2, 3 y 5 son continuas; las funciones de los Ejemplos 4, 6 y 7 no son
continuas.

V La prueba de la recta vertical

La grafica de una funcién es una curva en el plano xy. Pero surge la pregunta: ;Cudles curvas
del plano xy son gréficas de funciones? Esto se contesta por medio de la prueba siguiente.

LA PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL

Una curva en el plano de coordenadas es la grafica de una funcion si y sélo si
ninguna recta vertical cruza la curva mas de una vez.

&

Podemos ver de la Figura 10 por qué la Prueba de la Recta Vertical es verdadera. Si cada
recta vertical x = a cruza la curva sélo una vez en (a, b), entonces exactamente un valor
funcional estd definido por f(a) = b. Pero si una recta x = a cruza la curva dos veces, en
(a, b) y en (a, c), entonces la curva no puede representar una funcién porque una funcién
no puede asignar dos valores diferentes a a.

YA ‘ YA |
r=a xX=al\
/\/ N
d (.5) / [(a,b)
1 1
‘ > l >
0 ai X 0 a} X

Gréfica de una funcién No es la grafica de una funcién

EJEMPLO 8 | Uso de la Prueba de la Recta Vertical

Usando la Prueba de la Recta Vertical, vemos que las curvas en las partes (b) y (c) de la
Figura 11 representan funciones, mientras que las de las partes (a) y (d) no la representan.

y [ ' y P
0 X 0 X
(b) (©)

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 51 |
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Stanford University News Service

DONALD KNUTH naci6 en Mil-
waukee en 1938 y es profesor emérito
de Ciencias de la Computacién en la
Universidad de Stanford. Cuando Knuth
era estudiante de secundaria, quedd
fascinado con gréficas de funciones y
laboriosamente dibujé cientos de ellas
porque queria ver el comportamiento
de una gran variedad de funciones.
(Hoy en dia, desde luego, es mucho
mas facil usar computadoras y calcu-
ladoras graficadoras para hacer esto.)
Cuando todavia era estudiante gra-
duado en el Caltech, empez6 a escribir
una monumental serie de libros titu-
lada The Art of Computer Programming.

Knuth es famoso por su invento del
ENTRA, que es un sistema de ajuste de
tipos asistido por computadora. Este
sistema fue utilizado en la preparaciéon
del manuscrito para este libro.

Knuth ha recibido numerosos ho-
nores, entre ellos la eleccion como Pro-
fesor Adjunto de la Academia de Cien-
cias de Francia,y como Miembro de
Numero de la Royal Society. El presi-
dente Carter le otorg6 la Medalla Na-
cional de Ciencias en 1979.

V Ecuaciones que definen funciones

Cualquier ecuacién con las variables x y y define una relacién entre estas variables. Por
ejemplo, la ecuacién

y—x*=0

define una relacién entre y y x. ;Esta ecuacion define a y como funcion de x? Para saberlo,
despejamos y y obtenemos

y=x

Vemos que la ecuacién define una regla, o funcién, que da un valor de y por cada valor de x.
Podemos expresar esta regla en notacién de funciones como

fo=x

Pero no toda ecuacién define a y como funcién de x, como lo muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 9 | Ecuaciones que definen funciones
(La ecuacién define a y como funcién de x?

(@ y—x*=2 (b) x* +y> =4

SOLUCION

(a) Despejando y en términos de x tendremos

y—x2=2

y=x*+2 Sume ¥

La dltima ecuacion es una regla que da un valor de y por cada valor de x, de modo que
define a y como funcién de x. Podemos escribir la funcién como f(x) = x* + 2.

(b) Intentamos despejar y en términos de x:
x>+ yr=4
y? =4 — x? Reste x°

y=i\/4—x2

La tdltima ecuacién da dos valores de y por un valor dado de x. Entonces, la ecuacién
no define a y como una funcién de x.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 57 Y 61 |

Tome raices cuadradas

Las gréficas de las ecuaciones del Ejemplo 9 se ilustran en la Figura 12. La Prueba de la
Recta Vertical muestra graficamente que la ecuacién del Ejemplo 9(a) define una funcién,
pero la ecuacién del Ejemplo 9(b) no la define.

YA YA
— x2+y*=4
I /Tt
} \O i —
l<k
N—
o T i
(a) (b)

FIGURA 12
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La tabla siguiente muestra las gréaficas de algunas funciones que con frecuencia se ven
en este libro.

ALGUNAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

Funciones lineales y
f(x) =mx + b
b p—
X / | X
fx)=»> =mx+b
Funciones potencia Yy y
flx) = x"
X
X
flx) = x? flx) = 23 Flx) = x5
Funciones raiz y

) ==

Funciones reciprocas y ‘

Funcién valor absoluto Funcién entero mayor ¥y

fx) = [ x| f(x) = [+l —

=
1=
-
=

flx) = |x] flx) = x]
2.2 EJERCICIOS
CONCEPTOS La altura de la gréfica de f arriba del eje x cuando x = 2 es

1. Para graficar la funcién f, localizamos los puntos (x,_) en un plano _
de coordenadas. Para graficar f(x) = x° + 2, localizamos los 2. Sif(2) = 3, entonces el punto (2,

puntos (x,_). Por lo tanto, el punto (2,
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3. Siel punto (2, 3) estd sobre la grafica de f, entonces f(2) = . 30. g(x) = x> — x — 20
4. Relacione la funcién con su grifica. @ [-2, 2] por [=5, 5]
5 (b) [—10, 10] por [—10, 10]
@ flx)=x (b) flx)=x* © [-7. ] por [—25, 20]
(© f(x) = Vx @ fx) = [x]| (d) [~10, 10] por [~ 100, 100]
3L h(x) =x*—5x—4
(@) [-2,2] por [-2,2]
(b) [—3, 3] por [—10, 10]
(¢) [—3, 3] por [—10, 5]
(d) [—10, 10] por [—10, 10]
32 k(x) = 5xt —x2+2
(a) [—1,1]por[—1,1]
(b) [—2,2]por[—2,2]
(©) [-5,5]por[-5,5]
(d) [—10, 10] por[—10, 10]
33-46 m Trace la grifica de la funcién definida por tramos.
0 six<2
3. fx) = {1 six =2

1 six =1
x+1 six>1

3. f(x) =

3 six <2

4. f(x) =

29-32 m Grafique la funcién en cada uno de los rectdngulos de vista
dados, y seleccione el que produzca la grafica més apropiada de la

* 35 = {
1) x—1 six=2
1 — ix < -2
HABILIDADES wow- {7
5 six = —2
5-28 m Trace la gréfica de la funcién haciendo primero una tabla de
valores * six =0
: 37. f(x) = | six>0
5. f(x) =2 6. f(x) = —3 xSty
7. f(x)=2x—4 8. f(x)=6—3x 38. f(x) = {2x +3 six<-l1
3—x six=-1
9. fx)=—x+3, -3=x=3
3 ~1 six< -1
10. f(x) = 7 0=x=5 39. f(x) =41 si—-l=x=1
-1 six>1
AL f(x) = —x? 12. f(x)=x* —4
-1 six<-—1
13. h(x) = 16 —x? 14. =(x—3)?
(x) X g(x) = (x ) 40. f(x) = 4 x si—l=x=1
S5 g(x)=x* -8 16. g(x) = (x + 2)° 1 six>1
_ .2 — 2 _ 4
17. g(x) = x* — 2x 18. h(x) = 4x* — x " 2 six=-1
Sa9. f(x) =1+ Vx 20. f(x) = Vx+4 - flx) = x? six> -1
21 g(x) = —Vax 22. g(x) = V—x 1 —x? six=2
® 23, H(x) = |2x| 24. H(x) = |x + 1] 42. f(x)_{x six > 2
25. G(x) = |x| +x 26. G(x) = |x| —x 0 silx|] =2
43. f(x) =
X 3 si|x[>2
27. f(x) = |2x — 2| 28. f(x) = ﬁ
: {
> 4 six < =2
funcion. 45. f(x) 2 G2 =x=2
. flx) = 2=
°~29-f()—8x*x2 —x+ 6 six>2
(@) [—5,5] por [-5, 5]
(b) [—10, 10] por [—10, 10] —x six=0
(¢) [—2,10] por [—5,20] 46. f(x) = 49 —x* si0<x=3
(d) [~10, 10] por [—100, 100 x—3 six>3
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47-48 m Use una calculadora graficadora para trazar la graficadela ~ 53-56 m Use la Prueba de la Recta Vertical para determinar si la
" funcién definida por tramos. (Vea la nota al margen, pag. 155.) curva es la gréfica de una funcién de x. Si lo es, exprese el dominio
X4+2 six=—1 y el rango de la funcién.
47. f(x) = {x2 Gix> ] 53. yA 54. YA
2x — x? six>1 5
48. = 2
fx) {(x - 1) six=1
49-50 m Nos dan la grafica de una funcién definida por tramos. En- > >
. ‘2 o \ 0 2 X 0 3 X
cuentre una férmula para la funcién en la forma indicada. \U/
49. YA
5 six < —2
flx) = si—2=x=2 55. VA 56. VA
0 . six > 2
2 X 2
1 \\
N / .
0 \\ 3 X 0 2 X
50. YA
2 six = —1
f(x) = si—l<x=<2 57-68 m Determine si la ecuacién define y como funcién de x. (Vea
. six>2 Ejemplo 9.)
0 x ® 57, %2+ 2y =4 58. 3x + 7y = 21
59, x = y? 60. x>+ (y—12=4
® 6l x+y2=9 62. x> +y=9
2 - -
51-52 m Use la Prueba de la Recta Vertical para determinar si la 63. xy+y=1 64. Vx +y =12
curva es la grafica de una funcién de x. 65. 2|x| +y=0 66. 2x + |y| =0
® 51, (a) y (b) y 67. x =y° 68. x =y*

769-74 m Nos dan una familia de funciones. En las partes (a) y (b)
grafique en el rectangulo de vista indicado todos los miembros de la
familia dados. En la parte (c) exprese las conclusiones que pueda
hacer a partir de sus gréficas.

69. f(x)=x*+c¢
(d) Vi (@ ¢=0,2,4,6; [—5,5]por[—10, 10]
() ¢c=0,—-2,-4,—-6; [—5,5]por[—10, 10]
(¢) (En qué forma afecta la gréfica el valor de c¢?
70. f(x) = (x — ¢)?
(@ ¢=0,1,2,3; [—5,5]por[—10, 10]
(b) ¢ =0,—1,-2,-3; [-5,5]por[—10, 10]
(¢) (En qué forma afecta la gréfica el valor de ¢?

52. (a) y 71. f(x) = (x — ¢)?
(@ ¢=0,2,4,6; [—10,10] por[—10, 10]
(b) ¢ =0, -2, -4, —6; [—10, 10] por[—10, 10]
0 (¢) (En qué forma afecta la gréfica el valor de ¢?
72. f(x) = cx?
(@ c=1,%4,2,4; [-5,5]por [—10, 10]
y (b) c=1,—-1,—% =2, [-5,5] por [-10, 10]
(¢) (En qué forma afecta la gréfica el valor de ¢?
73. f(x)=x°¢
0 (@ c=34+ [—1,4]por[—1,3]
(b) ¢ =1,5% [~3,3]por[~2,2]
(¢) (En qué forma afecta la gréfica el valor de ¢?

—~

c) Vi

o
k‘r *
o
=
24

J
o
=Y

=

=
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74, () = -
X

(@ n=1,3; [—3,3]por[—3,3]

(b) n=2,4; [-3,3]por[—3,3]

(¢) (En qué forma afecta la grafica el valor de n?

75-78 m Encuentre una funcién cuya gréfica es la curva dada.
75. El segmento de recta que une los puntos (—2, 1) y (4, —6)
76. El segmento de recta que une los puntos (—3, —2) y (6, 3)
77. La mitad superior de la circunferencia x* + y> = 9

78. La mitad inferior de la circunferencia x> + y* = 9

APLICACIONES

#=79. Globo de meteorologia Cuando se infla un globo de me-

teorologia, el grueso T de la capa de caucho estd relacionada
con el globo mediante la ecuacién

0.5
(r) = —
"

donde T'y r se miden en centimetros. Grafique la funcién T para
valores de r entre 10 y 100.

. Potencia generada por una turbina de viento La
potencia producida por una turbina de viento depende de la ve-
locidad del viento. Si un molino de viento tiene aspas de 3 me-
tros de largo, entonces la potencia P producida por la turbina
estd modelada por

P(v) = 14.1°

donde P se mide en watts (W) y v se mide en metros por se-
gundo (m/s). Grafique la funcién P para velocidades de viento
entre 1 m/s 'y 10 m/s.

S

e

\.
\I7

81. Tarifas de una empresa generadora de energia

eléctrica Westside Energy cobra a sus consumidores de
energia eléctrica una tarifa base de $6.00 por mes, mds $0.10
por kilowatt-hora (kWh) por los primeros 300 kWh consumidos
y $0.06 por kWh por todo lo consumido de més de 300 kWh.
Suponga que un cliente usa x kWh de electricidad en un mes.
(a) Exprese el costo mensual E como una funcién de x definida
por tramos.
(b) Grafique la funcién E para 0 = x = 600.

82. Funcion de un taxi Una compaiia de taxis cobra $2.00
por la primera milla (o parte de milla) y 20 centavos por cada
décimo sucesivo de milla (o parte). Exprese el costo C (en déla-
res) de un viaje como funcién definida por partes de la distancia
x recorrida (en millas) para 0 < x < 2, y trace la gréfica de esta
funcidn.

83. Tarifas postales La tarifa nacional de portes por cartas de
primera clase, de 3.5 onzas o menos, es de 44 centavos por la
primera onza (0 menos), mds 17 centavos por cada onza adicio-
nal (o parte de una onza). Exprese el porte P como una funcién
definida por partes del peso x de una carta, con 0 < x = 3.5,y
trace la gréfica de esta funcioén.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

84. ;Cuando una grafica representa a una funcion?
Para todo entero n, la grafica de la ecuacién y = x" es la grafica
de una funcion, es decir, f(x) = x". Explique por qué la grafica de
x = y* no es la grifica de una funcién de x. ;La grifica de x = y*
es una gréfica de la funcién de x? Si es asi, ;de qué funcién de
x es la grafica? Determine para qué enteros n la grafica de

x = y"es la gréfica de una funcién de x.

85. Funciones escaléon En el Ejemplo 7 y los Ejercicios 82 y
83 nos dan funciones cuyas graficas estdn formadas por seg-
mentos de recta horizontal. Es frecuente que tales funciones re-
ciban el nombre de funciones escalon, porque sus graficas se
ven como escaleras. Dé algunos otros ejemplos de funciones es-
calén que se ven en la vida diaria.

86. Funciones escalén alargadas Trace grificas de las fun-
ciones f(x) = [x], g(x) = [2x] y h(x)= [3x] en grificas se-
paradas. ;Como estan relacionadas? Si n es un entero positivo,
(qué aspecto tiene la grafica de k(x) = [nx]?

. Grafica del valor absoluto de una funcion
(a) Trace las graficas de las funciones
fx)=x*+x—6
y gx) =[x+ x — 6
(Como estan relacionadas las graficas de fy g?

(b) Trace las gréficas de las funciones f(x) = x* — 627 y g(x) =
|x* — 6x7 | {Cémo estén relacionadas las gréficas de fy g?

(c¢) En general, si g(x) = |f(x) ], (c6mo estdn relacionadas las
gréficas de f'y g? Trace graficas para ilustrar su respuesta.

PROYECTO DE
b1eJ: TN [l Relaciones y funciones

En este proyecto exploramos el concepto de funcién al compa-
rarlo con el concepto de una relacién. Se puede hallar el pro-
yecto en el sitio web acompaiante de este libro:
www.stewartmath.com
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2.3 INFORMACION A PARTIR DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION

T(°F)
40

30 v

20 1/ -
10

o 1 23 4 5 6 «x

FIGURA 1 Funcién temperatura

FIGURA 2 Dominio y rango de f

Valores de una funcién: dominio y rango P Funciones crecientes y
decrecientes P> Valores mdximo y minimo locales de una funcién

Numerosas propiedades de una funcién se obtienen mds facilmente de una gréafica que de la
regla que describe la funcién. Veremos en esta seccién como una grafica nos dice si los va-
lores de una funcidn son crecientes o decrecientes, asi como también donde estan los valores
maximo y minimo de una funcién.

V Valores de una funcion: dominio y rango

Una gréafica completa de una funcién contiene toda la informacién acerca de una funcion,
porque la grifica nos dice cudles valores de entrada corresponden a cudles valores de sa-
lida. Para analizar la grafica de una funcién, debemos recordar que la altura de la grdfica
es el valor de la funcion. Entonces, podemos leer los valores de una funcién a partir de su
gréfica.

EJEMPLO 1 | Hallar los valores de una funcién a partir
de una gréfica
La funcién T graficada en la Figura 1 da la temperatura entre el mediodia y las 6:00 p.m. en
cierta estacién meteoroldgica.
(a) Encuentre T(1), T(3) y T(5).
(b) (Cudl es mayor, 7(2) o 7(4)?
(¢) Encuentre el (los) valor(es) de x para los que T(x) = 25.
(d) Encuentre el (los) valor(es) de x para los que 7(x) = 25.

SOLUCION

(a) T(1) es la temperatura a la 1:00 p.m. Esta representada por la altura de la gréfica arriba
del eje x en x = 1. Entonces, T(1) = 25. Andlogamente, 7(3) = 30 y 7(5) = 20.

(b) Como la grifica es mds alta en x = 2 que en x = 4, se deduce que 7(2) es mayor que
T4).

(¢) La altura de la grafica es 25 cuando x es 1 y cuando x es 4. En otras palabras, la tem-
peratura es 25 a la 1:00 p.m. y a las 4:00 p.m.

(d) La grifica es mas alta de 25 para x entre 1 y 4. En otras palabras, la temperatura era
25 o mayor entre la 1:00 p.m. y las 4:00 p.m.

“ (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

La grafica de una funcién nos ayuda a representar el dominio y rango de la funcién en el
eje x y eje y, como se ve en la figura 2.

=Y

Dominio
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FIGURA 3 Grifica de f(x) = V4 — x?

FIGURA 4 fescreciente en[a, b]y
[c, d]. f es decreciente en [b, c].

EJEMPLO 2 | Hallar el dominio y rango a partir de una gréfica
(a) Use calculadora graficadora para trazar la grifica de f(x) = V4 — x%

(b) Encuentre el dominio y rango de f.

SOLUCION

(a) La gréfica se muestra en la Figura 3.

Rango = [0, 2]

-2 0 2

[ —
Dominio = [-2, 2]

(b) De la gréfica de la Figura 3 vemos que el dominio es [—2, 2]y el rango es [0, 2].
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

V Funciones crecientes y decrecientes

Es muy qtil saber en dénde sube la grifica y en dénde baja. La grafica que se ve en la Fi-
gura 4 sube, baja y luego sube de nuevo a medida que avanzamos de izquierda a derecha:
sube de A a B, baja de B a Cy sube otra vez de C a D. Se dice que la funcion fes creciente
cuando su grafica sube y decreciente cuando baja.

YA } fes decreciente D
fes creciente :
1
|
|
|

fes creciente

|
|
|
|
! >
d X

Tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES
fes creciente en un intervalo I si f(x,) < f(x,) siempre que x; < x, en [.

fes decreciente en un intervalo 7 si f(x,) > f(x,) siempre que x; < x, en/.

YA YA

f f

| flx) Fla)

() Sl

0 3% 3 X 0 3% 3% X

f es creciente f es decreciente
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EJEMPLO 3 | Intervalos en los que una funciéon crece
y decrece

La gréfica de la Figura 5 da el peso W de una persona a la edad x. Determine los intervalos
en los que la funciéon W es creciente y en los que es decreciente.

W (Ib) 4
200 r~

150

100 //

50

0] 10 20 30 40 50 60 70 80 x (aos)

FIGURA 5 EI peso como funcién de la edad

SOLUCION  La funcién W es creciente en [0, 25]y [35, 40]. Es decreciente en [40, 50].
La funcién W es constante (ni creciente ni decreciente) en [25, 30]y [50, 80]. Esto significa
que la persona aumentd de peso hasta la edad de 25, luego aumentd de peso otra vez entre
las edades de 35 y 40. Baj6 de peso entre las edades de 40 y 50.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |

EJEMPLO 4 | Hallar intervalos donde una funcion crece
y decrece

(a) Trace la gréfica de la funcién f(x) = 12x* + 4x* — 3x".
(b) Encuentre el dominio y rango de f.

(¢) Encuentre los intervalos en los que f crece y decrece.

SOLUCION

(a) Usamos una calculadora graficadora para trazar la grifica de la Figura 6.

(b) El dominio de f'es R porque f estd definida para todos los niimeros reales. Usando la
funcién de la calculadora, encontramos que el valor més alto de f(2) = 32.
Por lo tanto, el rango de fes (—oo, 32].

(c) De la gréfica vemos que f es creciente en los intervalos (—oo, —1]y [0, 2]y es cre-
ciente en[—1, 0]y [2, 00).

40

—2.5 3.5

—40

FIGURA 6 Grifica de
fx) = 12x* + 4x° — 3x*

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |
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FIGURA 7 Grifica de flx) = x*°

EJEMPLO 5 | Hallar intervalos donde una funcidon crece
y decrece

(a) Trace la gréfica de la funcién f(x) = x*.

(b) Encuentre el dominio y rango de la funcién.
(c) Encuentre los intervalos en los que f crece y decrece.

SOLUCION

(a) Usamos una calculadora graficadoras para trazar la gréfica en la Figura 7.
(b) De la grifica observamos que el dominio de fes Ry el rango es [0, 00).
(c) De la gréfica vemos que f es decreciente en (—oo, 0] y creciente en [0, c0).

10

-20 | 20
-1

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 29 |

V Valores maximo y minimo locales de una funcién

Hallar los valores maximo y minimo de una funcién es importante en numerosas aplicacio-
nes. Por ejemplo, si una funcion representa ingreso o utilidad, entonces estamos interesados
en su valor maximo. Para una funcién que representa costo, deseariamos hallar su valor
minimo. (Vea Enfoque sobre el modelado: Modelado con funciones en las paginas 213-222
para muchos otros ejemplos.) Facilmente podemos hallar estos valores a partir de la grafica
de una funcién. Primero definimos qué queremos decir con un mdximo o minimo locales.

MAXIMOS Y MiNIMOS LOCALES DE UNA FUNCION

1. El valor de una funcién f (a) es un valor maximo local de f si
f(a) = f(x) cuando x es cercana a a

(Esto significa que f(a) = f(x) para toda x en algdn intervalo abierto que
contenga a a.)
En este caso decimos que f tiene un maximo local en x = a.

2. El valor de la funcién f (@) es un minimo local de f'si
f(a) = f(x) cuando x es cercana a a

(Esto significa que f(a) = f(x) para toda x en algidn intervalo abierto que
contenga a a.)
En este caso decimos que f tiene un minimo local en x = a.

y Maximo local
Maximo local

/

Minimo local

=Y

/o‘

Minimo local




20
=5

—20
FIGURA 9 Grifica de f(x)
=x -8 +1
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Podemos hallar los valores maximo y minimo locales de una funcién usando una calcu-
ladora graficadora.

Si hay un rectangulo de vista tal que el punto (a, f(a)) es el punto mds alto en la grafica
de f dentro del rectangulo de vista (no en el borde), entonces el nimero f(a) es un valor
maximo local de f (vea Figura 8). Observe que f(a) = f(x) para todos los niimeros x que
sean cercanos a d.

Valor maximo
local f(a)

} Valor minimo
local f(b)

|
|
I .
b X

QA P ————————

FIGURA 8

Andlogamente, si hay un rectdngulo de vista tal que el punto (b, f(b)) es el punto mas
bajo en la gréfica de f dentro del rectdngulo de vista, entonces el nimero f(b) es un valor
minimo local de f. En este caso, f(b) = f(x) para todos los nlimeros x que sean cercanos
ab.

EJEMPLO 6 | Hallar maximos y minimos locales para una grafica

Encuentre los valores mdximo y minimo local de la funcién f(x) = x* — 8x + 1, correctos
a tres lugares decimales.

SOLUCION La gréfica de f se muestra en la Figura 9. Parece haber un maximo local
entre x = —2yx = —1, y un minimo local entre x = 1 y x = 2.

Primero busquemos las coordenadas del punto maximo local. Hacemos acercamiento
(zoom) para ampliar el drea cerca de este punto, como se ve en la Figura 10. Con el uso de
la funcién de la calculadora graficadora, movemos el cursor a lo largo de la curva
y observamos cémo cambian las coordenadas y. El valor mdximo local de y es 9.709 y este
valor ocurre cuando x es —1.633 correcto a tres lugares decimales.

Localizamos el valor minimo en una forma similar. Al hacer acercamiento en el rectdn-
gulo de vista como se ve en la Figura 11, encontramos que el valor minimo local es aproxi-
madamente —7.709, y este valor se presenta cuando x = 1.633.

9.71
1.7
—1.7
—1.71
FIGURA 10 FIGURA 11
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 |

Los comandos maximum y minimum en una calculadora TI-83 o TI-84 son otro
método para hallar valores extremos de funciones. Usamos este método en el siguiente
ejemplo.
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FIGURA 12

2.3 EJERCICIOS

EJEMPLO 7 | Un modelo para el indice de precios de alimentos

Un modelo para el indice de precios de alimentos (el precio de una “canasta” representativa
de alimentos) entre 1990 y 2000 estd dado por la funcién

I(t) = —0.0113#> + 0.0681¢* + 0.198¢ + 99.1

donde ¢ se mide en afos desde la mitad del aio 1990, de modo que 0 = 7 = 10, e I(¢) estd

a escala para que /(3) = 100. Estime el tiempo cuando el alimento fue mas costoso durante
el periodo 1990-2000.

SOLUCION La gréfica de I como funcién de ¢ se muestra en la Figura 12(a). Parece
haber un méaximo entre t = 4 y t = 7. Usando el comando maximum, como se ve en la
Figura 12(b), observamos que el valor médximo de / es alrededor de 100.38 y se presenta
cuando 7 = 5.15, que corresponde a agosto de 1995.

102 102

- Maximum
X=5.1514939 Y=100.38241

0
96

(a) (b)

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 53 |

CONCEPTOS

3. (a) Si fes creciente en un intervalo, entonces los valores y de

1-4 m Estos ejercicios se refieren a la grafica de la funcion f que se los puntos en la grifica cuando aumentan los valores .x.

muestra a continuacion.

YA

De la grifica de f vemos que f es creciente en los intervalos

—y

(b) Sifes decreciente en un intervalo, entonces los valores y de

los puntos sobre la grifica cuando aumentan los valo-

res x. De la gréfica de f vemos que f'es decreciente en los

intervalos y .

(O8]

4. (a) El valor de una funcién f(a) es un valor mdximo local de f

si f(a) es el valor de f'en algtn intervalo que con-

0

= tenga a a. De la grifica de f vemos que un valor mdximo
X
local de f'es y que este valor se presenta cuando x

1. Para hallar el valor de una funcién f(x) a partir de la grafica de f,

€s

encontramos la altura de la gréfica arriba del eje x en x =

De la grifica de f vemos que f(3) =

2. El dominio de la funcién f'es todos los valores de ____ de los

(b) El valor de una funcién f(a) es un valor minimo local de f

si f(a) es el

valor de fen algtn intervalo que

puntos sobre la gréfica, y el rango es todos los valores

contenga a a. De la gréfica de f vemos que un valor
minimo local de fes y que este valor se presenta
cuando x es

correspondientes. De la grafica de f vemos que el dominio de f

es el intervalo

y el rango de fes el intervalo
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] 9-18 m Se da una funcidn f. (a) Use calculadora graficadora para

HABILIDADES " trazar la gréfica de f. (b) Encuentre el dominio y rango de fa partir
& [ 5. Se da la gréfica de una funcién A. de la gréfica.
(a) Encuentre h(—2), h(0), h(2) y h(3). 9 _ _
. =x—1 10. =2x+1

(b) Encuentre el dominio y rango de 4. ) =x () (x )
(c) Encuentre los valores de x para los cuales A(x) = 3. 1. f(x)=4, 1=x=3 12. f(x)=x% -2=x=5
(d) Encuentre los valores de x para los cuales A(x) = 3.

A 13. f(x) =4 — x? 4. fx)=x>+4

®a5. f(x) = V16 — x? 16. f(x) = —V25 — &?
3 17. f(x) = Vx — 1 18. f(x) = Vx +2

19-22 m Se da la grifica de una funcién. Determine los intervalos

N
\\}‘

3 NO : " en los que la funcién es (a) creciente y (b) decreciente.
19. YA 20. YA
6. Se da la grifica de una funcién h. I
(a) Encuentre g(—2), g(0) y g(7). ‘ 1 l
(b) Encuentre el dominio y rango de g. 1 \ / \Q ;
(¢) Encuentre los valores de x para los cuales g(x) = 4. 0 i/ >
(d) Encuentre los valores de x para los cuales g(x) > 4. *
YA
/ 21 YA 22 YA
4 g
N : /N
0 X TV T
0 4 X

7. Se da la grifica de una funcién g.

(a) Encuentre g(—4), g(—2), g(0), g(2) y g(4).
(b) Encuentre el dominio y rango de g.

23-30 m Se da una funcién f. (a) Use calculadora graficadora para
trazar la grafica de f. (b) Exprese aproximadamente los intervalos en
los que fes creciente y en los que f es decreciente.

y
®© 23 f(x)= x> - 5x 24, f(x) = x> — 4x

2

g~ ™\ 25. f(x)=2x—3x>— 12x  26. f(x) = x* — 16x>
27. f(x)=x>+2x? —x—2
3 0 ] x
// 28. f(x)=x"—4x® +2x* + 4x — 3

®.29. f(x)= x> 30. f(x)=4—x*?

8. Se dan las grédficas de las funciones [y g. 31-34 m Se da la gréfica de una funcién. (a) Encuentre todos los
(a) ¢(Cudl es mayor, £(0) 0 g(0)? valores mdximo y minimo locales de la funcién y el valor de x en el
(b) ;Cudl es mayor, f(—3) 0 g(—3)? que ocurre cada uno. (b) Encuentre los intervalos en los que la fun-
(¢) ¢Para cudles valores de x es f(x) = g(x)? cién es creciente y en los que la funcién es decreciente.

YA 31. ‘ y 32. y
g \ /
~_ /5 | )
1~ \ . \/ o X 0 X
2 | 0 2 X / \
5 II \
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33. 34. y

\\

-
L

/
/
[
!

##35-42 m Se da una funcién. (a) Encuentre todos los valores maximo
y minimo locales de la funcién y el valor de x en el que ocurre cada
uno. Exprese cada respuesta correcta a dos lugares decimales.

(b) Encuentre los intervalos en los que la funcién es creciente y en
los que la funcidn es decreciente. Exprese cada respuesta correcta a
dos lugares decimales.

35 fx)=x—x 36. fx)=3+x+x*—x°
37. gx) = x* —2x — 11x*  38. g(x) = x° — 8x> + 20x
39. U(x) = xV6 — x 40. Ux) = xVx — x*

1 — %2 1
42. V(x) = ———
() X4+x+1

41. V(x)

APLICACIONES

43. Consumo de energia eléctrica La figura muestra el
consumo de energia eléctrica en San Francisco para el 19 de
septiembre de 1996 (P se mide en megawatts; ¢ se mide en ho-
ras empezando a la medianoche).

(a) (Cudl fue el consumo de energia eléctrica a las 6:00 a.m.?
(A las 6:00 p.m.?

(b) (Cudndo fue minimo el consumo de energia eléctrica?

(¢) (Cuéando fue maximo el consumo de energia eléctrica?

P (MW)
800 !
e
600 / N
K N
400
200
of 3 6 9 12 15 18 21  ¢t(h)

Fuente: Pacific Gas & Electric

44. Terremoto La grifica muestra la aceleracion vertical del

suelo por el terremoto Northridge de 1994 en Los Angeles, me-

dido por un sismégrafo. (Aqui 7 representa el tiempo en segun-

dos.)

(a) (En qué tiempo ¢ el terremoto hizo los primeros movimien-
tos observables de la tierra?

(b) (En qué tiempo ¢ parecié terminar el terremoto?

(¢) (En qué tiempo ¢ alcanz6 su intensidad maxima el terre-
moto?

017(s)

Fuente: California Department
of Mines and Geology

% 45. Funciéon de peso La grifica da el peso W de una persona a

la edad x.

(a) Determine los intervalos en los que la funcién W es cre-
ciente y aquellos en los que es decreciente.

(b) ;Qué piensa usted que ocurrié cuando esta persona tenfa 30

afnos de edad?

W (Ib) |
200 /
150 )
/ U
100 /
50 /
0l 10 20 30 40 50 60 70 X (afos)

46. Funcion de distancia La grifica da la distancia de un re-

presentante de ventas desde su casa como funcién del tiempo en

cierto dfa.

(a) Determine los intervalos (tiempo) en los que su distancia
desde casa fue creciente y aquellos en los que fue decreciente.

(b) Describa verbalmente lo que indica la grafica acerca de sus
viajes en este dfa.

A

Distancia
desde casa
(millas)

MEDIODIA 2
Tiempo (horas)

47. Niveles cambiantes de agua La gréfica muestra la pro-
fundidad del agua W en un depdsito en un periodo de un afio,
como funcién del nimero de dias x desde el principio del afio.
(a) Determine los intervalos en los que la funcién W es cre-

ciente y en los que es decreciente.
(b) (En qué valor de x alcanza W un maximo local? ;Un mi-
nimo local?

W (pies)
100
75 /N
. @@z
25 o
0 160 260 360 x (dfas)




48. Aumento y disminucion de poblacion La grifica si-

guiente muestra la poblacién P en una pequefia ciudad industrial

de 1950 a 2000. La variable x representa los afios desde 1950.

(a) Determine los intervalos en los que la funcién P es cre-
ciente y aquellos en los que es decreciente.

(b) (Cuadl fue la poblacién mdxima, y en qué afio se alcanz4?

(miles)
T~
40

2 A

10

0l 10 20 30 40 50 */(afios)

49. Carrera de obstaculos Tres atletas compiten en una ca-

rrera de 100 metros con vallas. La grafica describe la distancia
corrida como funcién del tiempo para cada uno de los atletas.
Describa verbalmente lo que indica la grafica acerca de la ca-
rrera. /Quién gand la carrera? ;Cada uno de los atletas termind
la carrera? ;Qué piensa usted que le ocurri6 al corredor B?

y (m)

A B @©
100 +

4
u

0 20 1)

0. Gravedad cerca de la Luna Podemos usar la Ley de

Newton de Gravitacién para medir la atraccion gravitacional en-
tre la Luna y un estudiante de dlgebra en una nave espacial si-
tuada a una distancia x sobre la superficie de la Luna:

_ 350

X2

F(x)

Aqui F se mide en newtons (N), y x se mide en millones de

metros.

(a) Grafique la funcién F para valores de x entre 0 y 10.

(b) Use la gréfica para describir el comportamiento de la atrac-
cién gravitacional F cuando aumenta la distancia x.

51. Radios de estrellas Los astrénomos infieren los radios de

estrellas con el uso de la Ley de Stefan Boltzmann:
E(T) = (5.67 X 10°%T*

donde E es la energia radiada por unidad de drea superficial

. Ingenieria de carreteras

SECCION 2.3 | Informacion a partir de la gréfica de una funcion 171

medida en watts (W) y T es la temperatura absoluta medida en

kelvin (K).

(a) Grafique la funcién E para temperaturas 7 entre 100 K y
300 K.

(b) Use la gréfica para describir el cambio en energia E cuando
la temperatura 7 aumenta.

. Peces migratorios Un pez nada a una velocidad v con res-

pecto al agua, contra una corriente de 5 mi/h. Usando un mo-
delo matematico de gasto de energia, puede demostrarse que la
energia total E requerida para nadar una distancia de 10 millas
estd dada por

10
v—>5
Los bidlogos piensan que los peces migratorios tratan de redu-
cir al minimo la energia necesaria para nadar una distancia fija.
Encuentre el valor de v que minimiza la energia necesaria.

E(v) = 2.730°

NOTA: Este resultado ha sido verificado; los peces migratorios
nadan contra una corriente a una velocidad 50% mayor que la
velocidad de la corriente.

-

Una ingeniera de carreteras
desea estimar el nimero maximo de autos que con seguridad
puedan viajar por una carretera en particular a una velocidad
determinada. Ella supone que cada auto mide 17 pies de largo,
viaja a una rapidez s, y sigue al auto de adelante a una “distan-
cia segura de seguimiento” para esa rapidez. Ella encuentra que
el nimero N de autos que pueden pasar por cierto punto por mi-
nuto estd modelado por la funcién

88s

s \2
17 + 17\ —
(20>

(A qué rapidez puede viajar con seguridad en esa carretera el
méaximo nimero de autos?

N(s) =

. Volumen de agua Entre 0°C y 30°C, el volumen V (en

centimetros ctibicos) de 1 kg de agua a una temperatura 7 esta
dado por la féormula

V = 999.87 — 0.06426T + 0.008504372 — 0.000067973

Encuentre la temperatura a la cual el volumen de 1 kg de agua
es minimo.

. Toser Cuando un cuerpo extrafio alojado en la triquea (gar-

ganta) obliga a una persona a toser, el diafragma empuja hacia
arriba, causando un aumento en presion en los pulmones. Al
mismo tiempo, la trdquea se contrae, causando que el aire ex-
pulsado se mueva mas rdpido y aumente la presion sobre el
cuerpo extrafio. De acuerdo con un modelo matematico de to-
ser, la velocidad v de la corriente de aire que pasa por la trdquea
de una persona de tamafio promedio estd relacionada con el ra-
dio r de la trdquea (en centimetros) por la funcién

u(r) =32(1 —=nr* j=r=1

Determine el valor de r para el cual v es maxima.
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

56.

57.

2,

Funciones que son siempre crecientes o decrecientes
Trace graficas aproximadas de funciones que estdn definidas
para todos los nimeros reales, y que exhiben el comportamiento
indicado (o explique por qué el comportamiento es imposible).
(a) fes siempre creciente, y f(x) > 0 para toda x.

(b) fes siempre decreciente, y f(x) > 0 para toda x.

(c) fes siempre creciente, y f(x) < 0 para toda x.

(d) fes siempre decreciente, y f(x) < 0 para toda x.

Maximos y minimos En el Ejemplo 7 vimos una situa-
cién real en la que el valor maximo de una funcién es impor-
tante. Mencione otras varias situaciones diarias en las que es
importante un valor mdximo o minimo.

4 RAPIDEZ DE CAMBIO PROMEDIO DE

58. Reducir al minimo una distancia Cuando buscamos un

valor minimo o maximo de una funcidn, a veces es mas facil
trabajar con una funcién mas sencilla.
(a) Suponga que

g(x) = Vflx)

donde f(x) = 0 para toda x. Explique por qué los minimos
y mdximos locales de fy g se presentan a los mismos valores
de x.

(b) Sea g(x) la distancia entre el punto (3, 0) y el punto (x, x*) en
la gréfica de la pardbola y = x*. Exprese ¢ como funcién de x.

(¢) Encuentre el valor minimo de la funcién g que encontré en
la parte (b). Use el principio descrito en la parte (a) para
simplificar su trabajo.

UNA FUNCION

Rapidez de cambio promedio P> Las funciones lineales tienen rapidez de

cambio constante

Las funciones se usan con frecuencia para modelar cantidades que cambian. En esta seccién
aprendemos a hallar la rapidez a la que cambian los valores de una funcién cuando cambia

la variable de entrada.

V Rapidez de cambio promedio

120 mi

Todos estamos familiarizados con el concepto de rapidez: si una persona viaja en auto una

distancia de 120 millas en 2 horas, entonces el promedio de rapidez, o rapidez de viaje, es
>n = 60 mi/h. Ahora supongamos que usted hace un viaje en auto y registra la distancia

recorrida a cada pocos minutos. La distancia s que ha recorrido es una funcién del tiempo #:

s(¢) = distancia total recorrida en el tiempo ¢

Graficamos la funcién s como se ve en la Figura 1. La grafica muestra que la persona ha
recorrido un total de 50 millas después de 1 hora, 75 millas después de 2 horas, 140 millas
después de 3 horas, y asi sucesivamente. Para hallar su promedio de rapidez entre cuales-

quier dos puntos en el viaje, dividimos la distancia recorrida entre el tiempo transcurrido.

FIGURA 1
Promedio de rapidez

s (mi) 4

200+

100+

150 mi

3h—

|

of 1 2 3 4 t)

Calculemos su promedio de rapidez entre la 1:00 p.m. y las 4:00 p.m. El tiempo transcu-
rrido es 4 — 1 = 3 horas. Para hallar la distancia recorrida, restamos la distancia a la 1:00 p.m.
de la distancia a las 4:00 p.m., es decir, 200 — 50 = 150 millas. Entonces, el promedio de

su rapidez es

promedio de rapidez =

distancia recorrida 150 mi .
= = 50 mi/h

tiempo transcurrido ~ 3h



FIGURA 2 f(x) = (x — 3)°
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El promedio de rapidez que acabamos de calcular se puede expresar usando notacién de
funciones:

s(4) —s(1) 200 — 50
4 —1 3

Observe que el promedio de rapidez es diferente en diferentes intervalos. Por ejemplo, entre
las 2:00 p.m. y las 3:00 p.m. encontramos que

promedio de rapidez = = 50 mi/h

s(3) —s(2) 140 — 75
3-2 1

promedio de rapidez = = 65 mi/h

Hallar la rapidez de cambio promedio es importante en innumerables contextos. Por
ejemplo, podriamos estar interesados en saber la rapidez con que baja la temperatura del
aire cuando una tormenta se aproxima, o la rapidez con la que aumentan los ingresos por la
venta de un nuevo producto. Por lo tanto, necesitamos saber como determinar la rapidez de
cambio promedio de las funciones que modelan estas cantidades. De hecho, el concepto
de rapidez de cambio promedio puede definirse para cualquier funcién.

RAPIDEZ DE CAMBIO PROMEDIO
La rapidez de cambio promedio de la funcién y = f(x)entre x=ay x=b es
cambioeny  f(b) — f(a)

cambio en x b—a

rapidez de cambio promedio =

La rapidez de cambio promedio es la pendiente de la recta secante entre x =a y
x = b en la grifica de f, esto es, la recta que pasa por (a, f (a)) y (b, f (b))

f) — fla)

rapidez de cambio promedio = ﬁ

EJEMPLO 1 | Calculo de la rapidez de cambio promedio

Para la funcién f(x) = (x — 3)% cuya gréfica se muestra en la Figura 2, encuentre la rapidez
de cambio promedio entre los siguientes puntos:

@ x=1yx=3 (b) x=4yx=7

SOLUCION

(a) Rapidez de cambio promedio = w Definicién
-0 3)32 - (11 Y esw— -
S
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dt) = 1612

Funcién: En 7 segundos la piedra
cae 1612 pies.

(b) Rapidez de cambio promedio = w Definicién
7—3)7?—(4—3)?
= ( )7 —El ) Use f(x) = (x — 3)?
16 — 1
= = 5
3
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

EJEMPLO 2 | Promedio de rapidez de un cuerpo en caida

Si un cuerpo se deja caer desde un risco o un edificio alto, entonces la distancia que ha caido
después de t segundos estd dada por la funcién d(f) = 16¢*. Encuentre su promedio de rapi-
dez (rapidez de cambio promedio) en los siguientes intervalos:

(@) Entre IsySs (b) Entret =ayt=a-+h
SOLUCION
, , o _d(5) —d(1)
(a) Rapidez de cambio promedio = —s_1 Definicion
16(5)% — 16(1)?
= M Use d(1) = 16
5—1
~ 400 — 16
4
= 96 pies/s
+ -
(b) Rapidez de cambio promedio = w Definicién
(a +h)—a
16(a + h)? — 16(a)?
= ( ) ( ) Use d(f) = 168
(a+h)—a
16(a* + 2ah + h* — a*)
= i Desarrolla y factorice 16
16(2ah + h*)
= T Simplifique el numerador
16h(2a + h)
= Factorice h
h
= 16(2a + h) Simplifique
® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

La rapidez de cambio promedio calculada en el Ejemplo 2(b) se conoce como un co-
ciente de diferencias. En célculo, usamos cocientes de diferencias para calcular la magnitud
de rapidez de cambio instantdneo. Un ejemplo de una rapidez de cambio instantdneo es la
velocidad indicada en el velocimetro de un auto. Este cambia de un instante al siguiente
cuando cambia la velocidad del auto.

Las gréficas de la Figura 3 muestran que si una funcién es creciente en un intervalo,
entonces la rapidez de cambio promedio entre cualesquier dos puntos es positivo, mientras
que si una funcién es decreciente en un intervalo, entonces la rapidez de cambio promedio
entre cualesquier dos puntos es negativo.
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YA YA

Pendiente < 0

0 0 a b x
f creciente f decreciente
Rapidez de cambio promedio positivo Rapidez de cambio promedio negativo
FIGURA 3

EJEMPLO 3 | Rapidez de cambio promedio de temperatura

La tabla siguiente da las temperaturas exteriores observadas por un estudiante de ciencias
en un dia de primavera. Trace una gréfica de los datos, y encuentre el promedio de rapidez
de cambio de temperatura entre las horas siguientes:

(a) 8:00am. y 9:00a.m. Hora Temperatura (°F)
(b) 1:00 p.m. y 3:00p.m. 200 o, 28
(¢) 4:00 pm. y 7:00p.m. 9:00 a.m. 40
10:00 a.m. 44
11:00 a.m. 50
12:00 MEDIODIA 56
1:00 p.m. 62
2:00 p.m. 66
3:00 p.m. 67
4:00 p.m. 64
5:00 p.m. 58
6:00 p.m. 55
7:00 p.m. 51

SOLUCION  En la Figura 4 se muestra una grafica de los datos. Con ¢ represente el
tiempo, medido en horas desde la medianoche (asi, por ejemplo, 2:00 p.m. corresponde a
t = 14). Defina la funcién F por

F(r) = temperatura en el tiempo ¢

temperatura a las 9 a.m. — temperatura a las 8a.m.
9-28

F(9) — F(8) 40 — 38

9-8  9-8

(a) Rapidez de cambio promedio =

2

La rapidez de cambio promedio fue 2°F por hora.

°F A
70

60 PN
5 ” ~.
40 A

30

P ! ! ! IR
T T

0l "8 10 12 14 16 18 h

FIGURA 4
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temperatura a las 3 p.m. — temperatura a la 1 p.m.
15— 13
_ F(15) — F(13) 67 — 62

15 — 13 2

La rapidez de cambio promedio fue 2.5°F por hora.

(b) Rapidez de cambio promedio =

2.5

temperatura a las 7 p.m. — temperatura a las 4 p.m.
19 — 16
B F(19) — F(16) _ 51 -64

= — 4.
19 — 16 3 3

(¢) Rapidez de cambio promedio =

La rapidez de cambio promedio fue alrededor de —4.3°F por hora durante este intervalo.
El signo negativo indica que la temperatura estaba bajando.

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 25 |

V Las funciones lineales tienen rapidez de cambio constante

Para una funcién lineal f(x) = mx + b la rapidez de cambio promedio entre cualesquier dos
puntos es la misma constante m. Esto es consistente con lo que aprendimos en la Seccién
1.10 de que la pendiente de una recta y = mx + b es la rapidez de cambio promedio de y
con respecto a x. Por otra parte, si una funcién f tiene rapidez de cambio promedio constante,
entonces debe ser una funcién lineal. Nos piden demostrar este dato en el Ejercicio 33. En
el siguiente ejemplo encontramos la rapidez de cambio promedio de para una funcién lineal
en particular.

EJEMPLO 4 | Las funciones lineales tienen rapidez de cambio
constante

Sea f(x) = 3x — 5. Encuentre la rapidez de cambio promedio de f entre los siguientes
puntos.

@ x=0yx=1

b) x=3yx=7

() x=ayx=a+h

(Qué conclusién puede usted sacar de sus respuestas?

SOLUCION
f(1) —f0) B-1-5)-@B-0-5)

(a) Rapidez de cambio promedio = =

1-0 1
—-2) — (-5
(-9 _,
1
7) — f(3 3-7-5)—(3-3-5
(b) Rapidez de cambio promedio = fl ; — ;c( )=( )4( )
16 — 4
= =3
4
a+h)— fla 3a+h)—5]—|3a—5
(¢) Rapidez de cambio promedio = fl ) ~ fl@) = 3( ) =1 ]
(a+h)—a h
_3a+3h—5—3a+5_ﬁ_3
h h

Parece que la rapidez de cambio promedio es siempre 3 para esta funcién. De hecho, la parte
(c) demuestra que la rapidez de cambio entre cualesquier dos puntos arbitrarios x = a 'y
xX=a+ hes3.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 21 |
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CONCEPTOS

1. Si usted hace un viaje de 100 millas en 2 horas, entonces su
promedio de velocidad del viaje es

promedio de rapidez = ——— =

2. Larapidez de cambio promedio de una funcién fentre x = a 'y
x=bes

rapidez de cambio promedio =

3. La rapidez de cambio promedio de una funcién f(x)= x* entre
x=1lyx=bes

rapidez de cambio promedio = — =

4. (a) Larapidez de cambio promedio de una funcién f entre
X = ayx = bes lapendiente de la recta entre

(a,f(@) y (b, f(D)).

(b) La rapidez de cambio promedio de la funcién lineal
f(x) = 3x + 5 entre cualesquier dos puntos es

)
)
A5 f(x) =3x% x=2,x=2+h
)
)

2L f(x) =3x+3

HABILIDADES

5-8 m Se da la gréfica de una funcién. Determine la rapidez de cam-
bio promedio de la funcién entre los valores de la variable dados.

5. Ny 6. YA
5 — LN
7 4 \
3+ £ ~_ N\
~
s}
1
0 4 } IO A }
7 AY 8 y
P |
O
~ 4
\ Y -
\ N n N L7 /
\\ N B /
N~ .
110 5 X
0 s x /

9-20 m Se da la grafica de una funcién. Determine la rapidez de
cambio promedio de la funcién entre los valores de la variable
dados.

9. fx) =3x—-2; x=2,x=3
10. g(x) =5+3x; x=1x=

AL h(t) =12 +2t t=—-1,t=4

(
12. fz) =1—-372% z=-2,2=0
13. fx) =X — 4% x=0,x=10

4. fx)=x+x4 x=-1,x=3

16. f(x) =4—x% x=1l,x=1+n
1
17. g(x) = — x=1,x=
X
18. g(x) == x=0,x=h
cg) = x= 0=
2
19.f(t)=?; t=a,t=a+h

20. f(t) = Vi, t=at=a+h

21-22 m Se da una funcién lineal. (a) Encuentre la rapidez de cam-
bio promedio de la funcién entre x = a y x = a + h. (b) Demuestre
que la rapidez de cambio promedio es igual que la pendiente de la
recta.

22. g(x) = —4x + 2

APLICACIONES

23. Niveles cambiantes de agua La gréfica muestra la pro-
fundidad del agua W en un depdsito en un periodo de un afio,
como funcién del nimero de dias x desde el principio del afio.
(Cudl fue la rapidez de cambio promedio de W entre x = 100 y
x = 200?

W (pies)
100
75 N\

50 A
25 A

0 100 200 300 x(dfas)
24. Aumento y disminucion de poblacién La gréfica si-
guiente muestra la poblacién P en una pequeila ciudad industrial
de 1950 a 2000. La variable x representa los afios desde 1950.
(a) ;Cual fue la rapidez de cambio promedio de P entre x = 20
y x = 40?
(b) Interprete el valor de la rapidez de cambio promedio que
encontrd en la parte (a).

(miles)
T~
40

20 \

10

01 10 20 30 40 50 *(afios)
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® 25,

26.

27.

Aumento y disminucion de poblacion La tabla si-

guiente da la poblacién en una pequefla comunidad costera para

el periodo 1997-2006. Las cifras mostradas son para enero 1 de

cada afo.

(a) (Cudl fue la rapidez de cambio promedio de poblacién
entre 1998 y 2001?

(b) (Cual fue la rapidez de cambio promedio de poblacion
entre 2002 y 2004?

(¢) (Para cudl periodo fue creciente la poblacion?

(d) (Para cudl periodo fue decreciente la poblacién?

Afio Poblacion
1997 624
1998 856
1999 1336
2000 1578
2001 1591
2002 1483
2003 994
2004 826
2005 801
2006 745

Rapidez de carrera Un hombre estd corriendo alrededor

de una pista circular que mide 200 m de circunferencia. Un ob-

servador usa un cronémetro para registrar el tiempo del corre-

dor al final de cada vuelta, obteniendo los datos de la tabla si-

guiente.

(a) (Cudl fue el promedio de velocidad del hombre (rapidez)
entre 68 y 152 s?

(b) (Cuadl fue el promedio de velocidad del hombre entre 263 y
412 s?

(c) Calcule la velocidad del hombre para cada vuelta. jEsta re-
duciéndola, aumentdndola o ninguna de éstas?

Tiempo (s) Distancia (m)

32 200

68 400
108 600

152 800
203 1 000
263 1200
335 1400
412 1 600

Ventas de reproductores de CD La tabla siguiente

muestra el nimero de reproductores de CD vendidos en una

pequeila tienda de aparatos electrénicos en los aflos 1993-

2000.

(a) (Cuadl fue la rapidez de cambio promedio de ventas entre
1993 y 2003?

(b) (Cual fue la rapidez de cambio promedio de ventas entre
1993 y 1994?

(¢) (Cudl fue la rapidez de cambio promedio de ventas entre
1994 y 1996?

(d) ;Entre cudles dos afios sucesivos las ventas de reproducto-
res de CD aumentaron mas rapidamente? ; Disminuyeron
mds rdpidamente?

Reproductores de
Afio CD vendidos
1993 512
1994 520
1995 413
1996 410
1997 468
1998 510
1999 590
2000 607
2001 732
2002 612
2003 584

28. Coleccion de libros Entre 1980 y 2000, un coleccionista

de libros raros compro libros para su coleccion a razén de 40 li-
bros por afio. Use esta informacién para completar la tabla si-
guiente. (Observe que no se dan todos los afios en la tabla.)

Aiio Nuamero de libros

1980 420
1981 460
1982
1985
1990
1992
1995
1997
1998
1999
2000 1220

29. Sopa que se enfria Cuando un tazén de sopa caliente se

deja en un cuarto, la sopa finalmente se enfria a la temperatura
del cuarto. La temperatura 7" de la sopa es una funcién del
tiempo 7. La tabla siguiente da la temperatura (en °F) de un ta-
z6n de sopa ¢ minutos después que se dejo en la mesa. Encuen-
tre la rapidez de cambio promedio de la temperatura de la sopa
en los primeros 20 minutos y en los siguientes 20 minutos.
(Durante qué intervalo se enfrio la sopa mds rapidamente?

t (min) T (°F) t (min) T (°F)

0 200 35 94

5 172 40 89
10 150 50 81
15 133 60 77
20 119 90 72
25 108 120 70
30 100 150 70




30. Granjas en Estados Unidos La grifica siguiente da el
nimero de granjas en Estados Unidos de 1850 a 2000.
(a) Estime la rapidez de cambio promedio en el nimero de
granjas entre (1) 1860 y 1890 y (ii) 1950 y 1970.
(b) (En cudl década experiment6 el nimero de granjas la
maxima rapidez de cambio promedio?

7000 -
6000 1
5000 -
4000
3000 1
2000 -

1860 1900 1940

1980 X

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

31. Carrera de 100 metros Una carrera de 100 metros ter-
mina en un empate triple para el primer lugar. La grifica si-

guiente muestra la distancia como funcién del tiempo para cada

uno de los tres ganadores.

(a) Encuentre el promedio de rapidez para cada ganador.

(b) Describa la diferencia entre las formas en las que los tres
atletas corrieron la carrera.

2.5 TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

32.
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d (m) A
100
= 7/
A 7/
50 /: c/
/
/
[/

«0%.5.

Las funciones lineales tienen rapidez de cambio
constante Sif(x) = mx + b es una funcion lineal, entonces
la rapidez de cambio promedio de f entre cualesquier dos nime-
ros reales x; y x, es

10 1)

X)) — f(x
rapidez de cambio promedio = w
2 T X

Calcule esta rapidez de cambio promedio para demostrar que es
igual que la pendiente m.

. Las funciones con rapidez de cambio constante

son lineales Si la funcién ftiene la misma rapidez de cam-
bio promedio c¢ entre cualesquier dos puntos, entonces para los
puntos a y x tenemos

f(x) — f(a)

X —a

c =

Reacomode esta expresion para demostrar que

f(x) =cx + (fla) — ca)

y concluya que f es una funcion lineal.

Desplazamiento vertical P Desplazamiento horizontal P> Graficas que se
reflejan > Alargamiento y contraccién verticales > Alargamiento y
contraccion horizontales > Funciones pares e impares

En esta seccion estudiamos la forma en que ciertas transformaciones de una funcién afectan
su grafica. Esto nos dard una mejor idea de como graficar funciones. Las transformaciones
que estudiamos son desplazamiento, reflexion y alargamiento.

V Desplazamiento vertical

Sumar una constante a una funcién desplaza verticalmente su grafica; hacia arriba si la
constante es positiva y hacia abajo si es negativa.
En general, suponga que conocemos la grafica de y = f(x). { Cémo obtenemos de ella las

graficas de lo siguiente?

Recuerde que la gréfica de la funcion f
es igual que la grifica de la ecuacién

y =f).

y=flx)+ec vy

y=fx)—¢c (c>0)

La coordenada y de cada punto en la grifica de y = f(x) + ¢ estd ¢ unidades arriba de la
coordenada y del punto correspondiente en la grafica de y = f(x). Por tanto, obtenemos
la grifica de y = f(x) + ¢ simplemente desplazando la grifica de y = f(x) hacia arriba ¢
unidades. Del mismo modo, obtenemos la grafica de y = f(x) — ¢ desplazando la gréfica de
y = f(x) hacia abajo ¢ unidades.
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DESPLAZAMIENTOS VERTICALES DE GRAFICAS
Supongac > 0.

Para graficar y = f(x) + ¢, desplace la gréfica de y = f(x) ¢ unidades hacia arriba.

Para graficar y = f(x) — ¢, desplace la grafica de y = f(x) cunidades hacia abajo.

EJEMPLO 1 | Desplazamientos verticales de gréficas

Use la grifica de f(x) = x* para trazar la grdfica de cada funcién.
(@ gx) =x*+3 (b) h(x) =x* -2

SOLUCION  La funcidn f(x) = x° se graficé en el Ejemplo 1(a), Seccién 2.2. Est4 tra-
zada otra vez en la Figura 1.
(a) Observe que
g =x*+3=fx)+3
Entonces la coordenada y de cada punto sobre la grifica de g estd 3 unidades arriba

del punto correspondiente en la gréifica de f. Esto significa que para graficar g despla-
zamos 3 unidades hacia arriba la gréfica de f; como en la Figura 1.

(b) Andlogamente, para graficar s, desplazamos 2 unidades hacia abajo la grafica de f,
como en la Figura 1.

gx) =x>+3

o) =x?

h(x) = x* -2

FIGURA 1
© _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 21Y 23 |

V Desplazamiento horizontal

Suponga que conocemos la gréifica de y = f(x). ;Cémo la usamos para obtener las gréficas
de lo siguiente?

y=fx+te) 'y y=fx—c) (c>0)
El valor de f(x — ¢) en x es igual que el valor de f(x) en x — c. Como x — ¢ estd c unidades
a la izquierda de x, se deduce que la grifica de y = f(x — c) es justo la grafica de y = f(x)
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desplazada a la derecha ¢ unidades. Un razonamiento similar muestra que la grafica de y =
f(x + ¢) es la grifica de y = f(x) desplazada a la izquierda ¢ unidades. El siguiente cuadro
resume estos datos.

DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DE GRAFICAS
Supongac > 0.

Para graficar y = f(x — c¢), desplace la graficade y = f(x) c unidades a la derecha.

Para graficar y = f(x + c¢), desplace la graficade y = f(x) ¢ unidades a la izquierda.

! VSIE=E HER
y = flx) i)
y = flx
© @
0 0
/ / ) / )

EJEMPLO 2 | Desplazamientos horizontales de gréficas
Use la grifica de f(x) = x* para trazar la grdfica de cada funcién.

@ g(x) = (x +4)* (b) h(x) = (x = 2)*

SOLUCION
(a) Para graficar g, desplazamos 4 unidades a la izquierda la grifica de f.
(b) Para graficar h, desplazamos 2 unidades a la derecha la gréfica de f.

Las graficas de g y h estdn trazadas en la Figura 2.

90 =+ 42 f =21 h(x) = (x - 2)?
FIGURA 2 —4 0 1 X
“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 25 Y 27 |
RENE DESCARTES (1596-1650) nacio caran funciones y asi “vieran” las ecuaciones que estaban estu-
en la poblacién de La Haye en el sur diando. El filésofo John Stuart Mill lamé a esta invencion “el paso
de Francia. Desde sus primeros afios més grande jamas dado en el progreso de las ciencias exactas” A
gustaba de las matematicas por “la Descartes le gustaba levantarse tarde y pasar la mafiana en cama
certeza de sus resultados y la claridad pensando y escribiendo. Inventd el plano de coordenadas estando
7 de su razonamiento” Crefa que para en cama y viendo una mosca moverse en el techo, razonando que
5 llegar a la verdad uno debe empezar él podria describir la ubicacién exacta de la mosca si supiera su
g por dudar de todo, incluyendo nues- distancia desde dos paredes perpendiculares. En 1649 Descartes se
g tra propia existencia; esto le llevo a convirtié en tutor de la reina Cristina de Suecia, quien gustaba de
= formular quizé la frase mejor cono- sus lecciones a las 5 de la manana cuando, decia, su mente estaba
cida de toda la filosoffa:“Pienso, luego mas aguda. Pero, el cambio en los habitos de Descartes y la helada
existo.” En su libro Discurso del Método describié lo que ahora se biblioteca donde estudiaba fueron demasiado para él. En febrero
conoce como plano cartesiano. Esta idea de combinar dlgebra y de 1650, después de una estancia de sélo dos meses, contrajo pul-

geometria hizo posible que los matematicos por primera vez grafi- monia y murid.
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LAS MATEMATICAS EN
EL MUNDO MODERNO

Computadoras

Durante siglos se han disefiado maqui-
nas para que ejecuten trabajos especi-
ficos. Por ejemplo, una lavadora lava
ropa, una tejedora teje telas, una suma-
dora suma numeros, y asi sucesiva-
mente. La computadora ha cambiado
todo esto.

La computadora es una maquina
que no hace nada sino hasta que se le
dan instrucciones para que haga algo.
Asi es que una computadora puede ju-
gar juegos, trazar imagenes o calcular
7 a un millén de lugares decimales;
todo depende de qué programa (o ins-
trucciones) se le den a la computadora.
Esta puede hacer todo esto porque
puede aceptar instrucciones y légica-
mente cambiar esas instrucciones ba-
sadas en datos de entrada. Esta versati-
lidad hace utiles a las computadoras en
casi todo aspecto de la vida humana.

La idea de una computadora fue
descrita tedricamente en la década de
1940 por el matematico Allan Turing
(vea pagina 100) en lo que él llamé md-
quina universal.En 1945 el matematico
John Von Neumann, ampliando las
ideas de Turing, construyé una de las
primeras computadoras electrdnicas.

Los matematicos contintian perfec-
cionando nuevas bases tedricas para el
disefio de computadoras. El corazén de
la computadora es el “chip’ que es ca-
paz de procesar instrucciones lgicas.
Para tener idea de la complejidad de
un chip, considere que el chip Pentium
tiene mas de 3.5 millones de circuitos
|6gicos.

EJEMPLO 3 | Combinaciéon de desplazamientos horizontal
y vertical
Trace la grifica de f(x) = Vx — 3 + 4.
SOLUCION  Empezamos con la grifica de y = Vx (Ejemplo 1(c), Seccién 2.2) y la

desplazamos 3 unidades a la derecha para obtener la grifica de y = Vx — 3. A continua-
cién desplazamos la grafica resultante 4 unidades hacia arriba para obtener la gréfica de
f(x) = Vx — 3 + 4 que se ve en la Figura 3.

y f) =+/x-3+4

FIGURA 3
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 37 |

V Graficas que se reflejan

Suponga que conocemos la grifica de y = f(x). ;Cémo la usamos para obtener las gréificas
dey = —f(x) yy = f(—x)? La coordenada y de cada uno de los puntos en la grificade y =
—f(x) es simplemente el negativo de la coordenada y del punto correspondiente en la gréafica
de y = f(x). Por lo tanto, la grifica deseada es la reflexion de la grafica de y = f(x) en el eje x.
Por otra parte, el valor de y = f(—x) en x es igual al valor de y = f(x) en —x, por lo que la
gréfica deseada aqui es la reflexion de la grifica de y = f(x) en el eje y. En el siguiente re-
cuadro se resumen estas observaciones.

GRAFICAS QUE SE REFLEJAN

Para graficar y = —f(x), refleje la grafica de y = f(x) en el eje x.

Para graficar y = f(—x), refleje la graficade y = f(x) en el eje y.

VA
y=flx)
0 x
y = fl=x)

EJEMPLO 4 | Graficas que se reflejan
Trace la gréfica de cada funcién.
@ f(x)=—x (b) g(x) = V—x
SOLUCION
(a) Empezamos con la grifica de y = x”. La gréfica de f(x) = —x” es la gréfica de y = x°

reflejada en el eje x (vea Figura 4).
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FIGURA 6
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(b) Empezamos con la grifica de y = Vx (Ejemplo 1(c) en la Seccién 2.2.) La grafica de
g(x) = V—xes la grifica de y = Vx reflejada en el eje y (vea Figura 5). Observe
que el dominio de la funcién g(x) = V—xes{x|x = 0}..

FIGURA 5
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29 Y 31 |

V Alargamiento y contraccion verticales

Suponga que conocemos la grafica de y = f(x). ;Como la usamos para obtener la grafica de
y = ¢f(x)? La coordenada y de y = cf(x) en x es igual que la coordenada y correspondiente
de y = f(x) multiplicada por c. Multiplicar las coordenadas por c tiene el efecto de alargar
o contraer verticalmente la grafica en un factor de c.

ALARGAMIENTO Y CONTRACCION VERTICALES DE GRAFICAS
Para graficar y = cf(x):
Sic > 1, alargue la gréfica de y = f(x) verticalmente en un factor de c.

Si0< ¢ < 1, contraiga la gréfica de y = f(x) verticalmente en un factor de c.

=) y
y = fl(x)
\\ »\
0 0
\ / b=de b=l
c>1 0<c<l1

EJEMPLO 5 | Alargamiento y contraccion verticales de gréficas

Use la grafica de f(x) = x* para trazar la grdfica de cada funcién.
(@) g(x) = 3% (b) h(x) = 3x?

SOLUCION

(a) La gréfica de g se obtiene al multiplicar por 3 la coordenada y de cada punto de la gra-
fica. Esto es, para obtener la grafica de g, alargamos la gréfica de f verticalmente en un
factor de 3. El resultado es la pardbola mds angosta de la Figura 6.

(b) La gréfica de h se obtiene al multiplicar por 1 la coordenada y de cada punto de la gri-
fica de f. Esto es, para obtener la grafica de h, contraemos la grifica de f verticalmente
en un factor de % El resultado es la pardbola mas ancha de la Figura 6.

® _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 33Y 35 |

ustramos el efecto de combinar desplazamientos, reflexiones y alargamiento en el si-
guiente ejemplo.
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EJEMPLO 6 | Combinar desplazamiento, alargamiento y reflexion
Alargue la grifica de la funcién f(x) = 1 — 2(x — 3)*

SOLUCION Empezando con la gréfica de y = x%, primero desplazamos a la derecha 3 uni-
dades para obtener la gréfica de y = (x — 3)*. A continuaci6n reflejamos en el eje x y alarga-
mos por un factor de 2 para obtener la grifica de y = —2(x — 3) Finalmente, desplazamos
hacia arriba 1 unidad para obtener la grafica de f(x) = 1 — 2(x — 3)* que se ve en la Figura 7.

X

fO) =1-2(x-3)

y=-2(x-3)

FIGURA 7
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39 |

V Alargamiento y contraccion horizontales

Ahora consideramos la contraccion y alargamiento horizontales de gréficas. Si conocemos la
gréifica de y = f(x), entonces ;coémo estd relacionada con ella la grafica de y = f(cx)? La coor-
denada y de y = f(cx) en x es la misma que la coordenada y de y = f(x) en cx. Por lo tanto, las
coordenadas x de la grifica de y = f(x) corresponden a las coordenadas x de la grifica de y =
f(cx) multiplicada por ¢. Viendo esto a la inversa, observamos que las coordenadas x de la grafica
de y = f(cx) son las coordenadas x de la gréifica de y = f(x) multiplicada por 1/c. En otras pala-
bras, para cambiar la grafica de y = f(x) a la grafica de y = f(cx), debemos contraer (o alargar)
la grafica horizontalmente en un factor de 1/c, como se resume en el siguiente recuadro.

CONTRACCION Y ALARGAMIENTO HORIZONTALES DE GRAFICAS

Para graficar y = f(cx):
Sic > 1, contraiga la grafica de y = f(x) horizontalmente en un factor de 1/c.
Si0< ¢ < 1, alargue la grifica de y = f(x) horizontalmente en un factor de 1/c.

Yy = flex) Y
/y=f(CX)
0/ e 4 0/ e
y = flx) y = flx)
c>1 0<c<l1

EJEMPLO 7 | Alargamiento y contraccién horizontales

de gréficas
La gréfica de y = f(x) se muestra en la Figura 8 de la pagina siguiente. Trace la grifica de
cada funcién.

(@) y = f(2x) (b) y = f(3x)
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SONYA KOVALEVSKY (1850-1891) es
considerada la mujer matematica mas
importante del siglo xix. Naci6 en
Moscu de una familia aristocratica.
Cuando era nifa, estudié los principios
de célculo en una forma muy poco co-
mun: su habitacién estaba temporal-
mente tapizada con las paginas de un
libro de calculo.Tiempo después escri-
bi6é que “pasaba muchas horas frente a
aquella pared, tratando de entenderla”
Como las leyes rusas prohibian que las
mujeres estudiaran en universidades
contrajo un matrimonio por conve-
niencia, lo que le permitio viajar a Ale-
mania y obtener un doctorado en ma-
teméticas de la Universidad de
Gottingen. Finalmente se le otorgd un
profesorado de tiempo completo en la
universidad de Estocolmo, donde fue
profesora durante ocho afos antes de
morir por una epidemia de gripe a la
edad de 41 anos. Su investigacion fue
de gran utilidad para ayudar a poner
las ideas y aplicaciones de funciones y
calculo en una base sélida y l6gica. Re-
cibié numerosos homenajes y premios
por sus trabajos de investigacion.
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FIGURA 8 y = f(x)

SOLUCION  Usando los principios descritos en el recuadro precedente, obtener las
gréficas de las Figuras 9 y 10.

FIGURA 9 y = f(2x)

FIGURA 10 y = f(3x)

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |

V Funciones pares e impares

Si una funcion fsatisface f(—x) = f(x) para todo nimero x en su dominio, entonces f recibe
el nombre de funcién par. Por ejemplo, la funcién f(x) = x* es funcién par porque

f=x) = (=x)* = (1) = x* = f(x)

La grafica de una funcién par es simétrica con respecto al eje y (vea Figura 11). Esto signi-
fica que si hemos trazado la gréfica de f para x = 0, entonces podemos obtener toda la
gréfica simplemente al reflejar esta parte en el eje y.

Si fsatisface f(—x) = —f(x) para todo niimero x en su dominio, entonces f se denomina
funcién impar. Por ejemplo, la funcién f(x) = x* es impar porque

f(=2) = (=2)* = (=1 = = = =f(x)
La grafica de una funcién impar es simétrica alrededor del origen (vea Figura 12). Si hemos
trazado la grafica de f para x = 0, entonces podemos obtener toda la grifica al girar esta

parte 180° alrededor del origen. (Esto es equivalente a reflejar primero en el eje x y luego
enel eje y.)

yA Y

FIGURA 11 f(x) = x’es una
funcién par.

FIGURA 12 f(x) = x’es una
funcién impar.
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FUNCIONES PARES E IMPARES
Sea f una funcidn.
fesparsi f(—x) = f(x) para toda x en el dominio de f.
fesimpar si f(—x) = —f(x) para toda x en el dominio de f.
by y
f(=x) fx) . ()
La gréfica de una funcién par es La gréfica de una funcién impar es
simétrica con respecto al eje y. simétrica con respecto al origen.

EJEMPLO 8 | Funciones par e impar
Determine si las funciones son par, impar, o ninguna de éstas.
(@ f(x) =x +x

b) gx)=1-x

(€) h(x) =2x — ¥

SOLUCION

@ f(=x) = (=x)° + (~x)
=—xX —x=—-(¥+x)
= —f(x)

Por tanto, f es una funcién impar.
(b) g(=x) =1 = (=x)" =1 —x* = g(x)
Por tanto, g es par.
(© h(—x)=2(—x) — (—x)*= —2x— ¥
Como h(—x) # h(x) y h(—x) # —h(x), concluimos que % no es ni par ni impar.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 75,77 Y 79 |

Las graficas de las funciones del Ejemplo 8 se muestran en la Figura 13. La gréfica de f
es simétrica alrededor del origen, y la grifica de g es simétrica alrededor del eje y. La gréfica
de & no es simétrica ya sea alrededor del eje y o del origen.

25 fl)=x"+x 2.5 25

d [ /N

—2.5 -2.5 glx)=1—x* -2.5
FIGURA 13 (@) (b) (©)
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CONCEPTOS

1-2 m Llene el espacio en blanco con la direccién apropiada (iz-
quierda, derecha, hacia arriba o hacia abajo).
1. (a) La grificade y = f(x) + 3 se obtiene de la grfica de

y = f(x) al desplazar 3 unidades.
(b) La gréifica de y = f(x + 3) se obtiene de la grifica de

y = f(x) al desplazar 3 unidades.
2. (a) La grificadey = f(x) — 3 se obtiene de la gréfica de

y = f(x) al desplazar 3 unidades.
(b) La gréfica de y = f(x — 3) se obtiene de la grifica de

y = f(x) al desplazar 3 unidades.
3. Llene el espacio en blanco con el eje apropiado (eje x o eje y)

(a) La grafica de y = —f(x) se obtiene de la grifica de y = f(x)

al reflejar en el

(b) La grificadey = f(—x) se obtlene de la grificade y = f(x)

al reflejar en el
4. Relacione la grifica con la funcién.

(@ y=|x+1| (b) y=|x—1|
(© y=|x] -1 d y=—|x]|

HABILIDADES

5-14 m Suponga que nos dan la gréfica de f. Describa la forma en

que la gréfica de cada funcién se puede obtener a partir de la grafica

de f.

5. y=fx) -5 () y = flx —5)
6. (@) y=flx +7) (b) y=flx) +7
7. @) y = —f(x) (b) y = f(—x)
8. (@) y = —2f(x) (b) y = —3f(x)

4

? 4

L 4

? 4

4

? 4

? 4

23. f

25. f

33, y=1x

9. (@) y=—f(x) +5 (b) y = 3f(x) -
10. (@) y=f(x—4) +3 (b) y=flx+4)—3
11. (@) y=2f(x+1)—3 () y=2f(x—1)+3

12. (a) y =3 — 2f(x) b y=2-f(—x)
13. (@) y = f(4x) M) y = f(ix)
14. (a) y = f(2x) — 1 (b) y = 2f(3x)
15-18 m Explique cémo se obtiene la grifica de g a partir de la gra-
ficade f.
15. @) flx) =% g(x) = (x +2)*
() f(x) = 2% glx) =x* +2
16. (a) f(x) = xi g(x) = (x — 4)°
) f(x) =x", glx) =x* -4

17. (a) f(x) = |x|, gx)=|x+2] -2
() () = x|, g() = |x—2] +2
18. (a) f(x) = Vx, gx)=—-Vx+1
b) f(x) = Vx, glx)=V-x+1
19. Use la grificade y = x*dela Figura 4 para graficar lo siguiente.
(@) g(x) = 241
(b) g(x) = (x = 1)
(© glx) = —x

20. Use la grifica de y = Vx de la Figura 5 para graficar lo si-

guiente.

(@ g(x) = V 2

) g(x) =

(© gx) = \/x +2+2
@ g(x) = —Vx+1

21-44 m Trace la gréfica de la funcidn, no localizando los puntos
sino empezando con la grafica de una funcién estandar y aplicando
transformaciones.

21 f(x) =+ -1

22, f(x) =2+ 5
24. f

(x)

(x)

(x)

(x) )
26. f(x) = (x + 1)?

(x)

(x)

(x)

()

27. f(x) = Vx+ 4
28. f(x) = |x — 3|
29. f(x) = —x°
30. f(x) = —|x]
31y = V —x

32y = V—x
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34. y = 75\/; 59. y 60. Yy
* = = o) /
&35y =3|x| L AT =Nx ) = 2\
36. y = 3|x]|
& ’ 2 ‘\0 * 0 D X
®37.y=(x—-3)+5 9 \
38.y=Vx+4-3 9
©39. y=3-3(x—-1)?
4. y=2-Vi+1 61-62 m Nos dan la grifica de y = f(x). Relacione cada ecuacion
con su grafica.
4L y = |x+2| +2 61. (a) y = f(x — 4) (b) y=f(x) +3
= + = —
2. y=2— |x| (© y=2f(x +6) @ y=—f(2x)
3. y=3Vx+4-3 A
44. y =3 —2(x — 1) X 6
- Y= (.X ) / / \
45-54 m Nos dan una funcién f, y las transformaciones indicadas se / \
aplican a su gréfica (en el orden dado). Escriba la ecuacién para la / \ A flx ®
gréfica final transformada. \ "1/ \ /T \
45. f(x) = x* desplazar hacia arriba 3 unidades \ \ \
46. = x*; desplazar hacia abajo 1 unidad -
fx) = " desplazar hacia abajo 1 uni MEESEOEIIEEEE .
47. f(x) = V&x; desplazar 2 unidades a la izquierda /
48. f(x) = Vi desplazar 1 unidad a la derecha 3 \)@
49. f(x) = | x|; desplazar 3 unidades a la derecha y desplazar 1 uni-
dad hacia arriba
1 —
50. f(x) = | x|; desplazar 4 unidades a la izquierda y desplazar 62. (a) y = 3f(x) (b) y = —flx+4)
1 unidad hacia abajo © y=flx—4)+3 @ y = f(=x)
51. f(x) = Vi reflejar en el eje y y desplazar hacia arriba 1 unidad
YA
52. f(x) = x* desplazar 2 unidades a la izquierda y reflejar en el eje x 6 ©
53. f(x) = x% alargar verticalmente en un factor de 2, desplazar ha- / \\
cia abajo 2 unidades y desplazar 3 unidades a la derecha 4 flx
2
54. f(x) = | x|; contraer verticalmente en un factor de % , desplazar a / \ / \
la izquierda 1 unidad y desplazar hacia arriba 3 unidades. / @ \
55-60 m Nos dan las graficas de f'y de g. Encuentre una férmula P 3 0 : .
para la funcién g. / i
5. A 56. " N L
| = i
NN/ J |
=2 g - -
Jfix) = %2\ / *.63. Nos dan la grifica de f. Trace las graficas de las siguientes fun-
5 - Fx) =3 ciones.
/ 1 @ y=flx-2) (b) y = flx) =2
. (© y=2f(x) @ y=—fx) +3
[1/° x © y=f(-x) ® y=3f(x—1)
|
YA
57. y 58. y
g g
/ / 5
1x) = |x] 5 Tl) = ||
1
0 x ol 1 x Of 12 x




64. Nos dan la grafica de g. Trace las graficas de las siguientes fun-

ciones.
(@ y=gk+1) (b) y=g(—x)
(© y=gk—-2) @ y=gx) -2
e y=—g) ) y = 2g(x)
VA
0l | 4 !

65. Nos dan la grifica de g. Usela para graficar cada una de las fun-
ciones siguientes.

@) y = g(2x) (b) y = g(3x)

YA

_—

66. Nos dan la grifica de h. Usela para graficar cada una de las fun-
ciones siguientes.

(@) y = h(3x)

(b) y = h(5x)

67-68 m Use la grifica de f(x) =
graficar la funcién indicada.

67. y = [2x]

[x] descrita en la pagina 156 para

68. y = [ix]

. 69-72 m Grafique las funciones en cada pantalla usando el rectdn-
gulo de vista dado. ;C6émo estd relacionada cada grafica con la gra-
fica de la parte (a)?

69. Rectingulo de vista [—38, 8] po [ , 8]
(@) y = Vx () y= Vi + 5
© y=2Vx+5 @ y=4+2Vk+5

70. Rectdngulo de vista [—8, 8] por [—6, 6]

@ y=|x| (b) y = —|x|

(©) y= —3[x| (d y=-3[x—5|
71. Rectangulo de vista [—4, 6] por [—4, 4]

(@ y=2x° (b) ¥ :%6

© y=—3x @ y=—30x—4)°

4

L4

4
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72. Rectangulo de vista [—6, 6] por [—4, 4]

1
1 1
N RV

. Si f(x) = V2x — x% grafique las siguientes funciones en el
rectangulo de vista[—5, 5] por [—4, 4]. {C6mo estd relacionada
cada gréfica con la gréfica de la parte (a)?

@ y=fx) ®y=f2) © =)
. Si f(x) = V2x — x?, grafique las siguientes funciones en el

rectangulo de vista[—5, 5] por [—4, 4]. {C6mo estd relacionada
cada gréfica con la gréfica de la parte (a)?

@ y=f(x) (b) y = f(—x)
(© y=—f(—x) d) y = f(—2x)
(e) y = f(—5x)

75-82 m Determine si la funcién fes par, impar, o ninguna de éstas.
Si f'es par o impar, use simetria para trazar su grafica.

J5. f(x) = x* 76. f(x) = x°
T f(x) = +x 78. f(x) = 2t — 4
9. f(x) =x —x 80. f(x) =3¢+ 2+ 1

1
81. f(x) =1 — Vx 82. f(x) =x+
83-84 m Nos dan la grafica de una funcién definida por x = 0.
Complete la gréfica para x < 0 para hacer (a) una funcién par y
(b) una funcién impar.

83. YA 84. YA

T~

—
—

85-86 m Estos ejercicios muestran como se obtiene la grafica de
y = |f(x)]a partir de la gréifica de y = f(x).

85. A continuacién se presentan las gréficas de f(x) = x> — 4y
g(x) = |x* — 4/|. Explique cémo se obtiene la grifica de g a par-

tir de la grafica de f.
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86. Nos dan la grifica de f(x) = x* — 4x%.

Zl.

zar la gréfica de g(x) = | x* — 4x

87-88 m Trace la gréfica de cada funcién.

Use esta gréfica para tra- 90. Escalas de temperatura que cambia La temperatura
en cierta tarde estd modelada por la funcién
Cr)y =312 +2

donde ¢ representa horas después de las 12 del mediodia (0 = ¢

= 6) y C se mide en °C.

(a) ;Qué operaciones de desplazamiento y contraccién deben
efectuarse en la funcién y = #* para obtener la funcién
y = c()?

(b) Supongamos que se desea medir la temperatura en °F. ;Qué
transformacién tendria que aplicarse a la funcién y = C(¢)
para lograr esto? (Use el hecho de que la relacién entre gra-
dos Celsius y Fahrenheit estd dada por F' = %C + 32. Escriba
la nueva funcién y = F(f) que resulta de esta transformacion.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

87. (a) f(x) =4x — x* (b) g(x) = |4x — ¥*|

91. Sumas de funciones pares e impares Sifyg son

— 3 — 1,3
88. (a) f(x) =x (b) g(x) = || funciones pares ambas, (f + ¢ es necesariamente par? Si ambas

son impares, ;su suma es necesariamente impar? ;Qué se puede

APLICACIONES

decir acerca de la suma si una es impar y una es par? En cada
caso, demuestre su respuesta.

89. Crecimiento en ventas Las ventas anuales de cierta em- 92. Productos de funciones pares e impares Conteste
presa pueden modelarse con la funcién f(f) = 4 + 0.01¢%, donde las mismas preguntas del Ejercicio 91, excepto que esta vez
t representa los afios desde 1900 y f(r) es medida en millones de considere el producto de /'y g en lugar de la suma.
ddlares.

(a) ;Qué operaciones de cambio y reduccién deben hacerse en

93. Funciones de potencia pares e impares ;Qué debe
ser cierto acerca del entero n si la funcion

la funcién y = £ para obtener la funcién y = f(£)?

(b) Suponga que ¢ representa los afios desde 2000 en vez de fo=x'
1900. ;Qué transformacién podria aplicar a la funcién es una funcidn par? ;Si es una funcién impar? ;Por qué piensa
y = f(¢) para lograr esto? Escriba la nueva funcién y = ¢g(f) usted que los nombres “par” e “impar” se escogieron para estas
que resulta de esta transformacion. propiedades de funcién?

2.6 COMBINACION DE FUNCIONES

La suma de f'y g estd definida por

(f +9)x) = fx) + g(x)

El nombre de la nueva funcion es

“f + g”. Por lo tanto, este signo + re-
presenta la operacion de adicién de fun-
ciones, pero el signo + del lado dere-
cho representa adicion de los nimeros

Sy gx).

| Sumas, diferencias, productos y cocientes » Composicion de funciones

En esta seccion estudiaremos diferentes maneras de combinar funciones para formar nuevas.

V Sumas, diferencias, productos y cocientes

Dos funciones f'y g pueden combinarse para formar nuevas funciones f + g, f — g, fg y flg
de un modo semejante a como sumamos, restamos, multiplicamos y dividimos ntimeros
reales. Por ejemplo, definimos la funcién f + ¢ por

(f+ 9 =fx) + gx)

La nueva funcién f + g se denomina suma de las funciones fy ¢; su valor en x es f(x) +
g(x). Desde luego, la suma del lado derecho tiene sentido sélo si f(x) y g(x) estdn definidas,
es decir, si f pertenece al dominio de /'y también al dominio de g. Por lo tanto, si el dominio
de fes A y el dominio de g es B, entonces el dominio f + ¢ es la interseccion de estos do-
minios, o sea A N B. Andlogamente, podemos definir la diferencia f — ¢, el producto fg y
el cociente f/g de las funciones fy g. Sus dominios son A M B, pero en el caso del cociente
debemos recordar no dividir entre 0.



Para dividir fracciones, invierta el de-

nominador y multiplique:

/(x—-2) Ulx—2)
Vix Vx/1
1 1
:x — Z.W
1
(- 2)Va
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ALGEBRA DE FUNCIONES

Sean fy g funciones con dominios A y B. Entonces las funciones f + ¢,
f — g, fg y f/g estén definidas como sigue.

(f + 9)(x) = f(x) + g(x) Dominio A N B
(f —g9)x) = f(x) — g(x) Dominio A N B

(fg)(x) = f(x)g(x) Dominio A N B

(;)(x) = ﬁi; Dominio {x €A N B|g(x) # 0}

EJEMPLO 1 | Combinaciones de funciones y sus dominios
1

x—2
(a) Encuentre las funciones f + ¢, f — ¢, fg, y f/g y sus dominios.
(b) Encuentre (f + g)(4), (f — ¢)(4). (fg)(4). y (flg)(4).

SOLUCION

Sea f(x) =

(a) El dominio de fes {x|x # 2}, y el dominio de g es {x|x = 0}. La interseccién de los
dominios de fy g es

{x|x=0yx#2}=[0,2) U (2,0)

Por lo tanto, tenemos

(f +9)x) = f(x) +g(x) = B i > + Vax Dominio {x | x = 0y x # 2}
(f_g)(X):f(x)_g(x):x12_\/;C Dominio{x‘xEOyX?ﬁZ}
(f0)(x) = Fglo) =~ Dominio {x| = 0y x # 2}

LAV (CORNN .
(g)(x)—g(x) = - 2)Vx Dominio {x|x > 0y x # 2}

Observe que en el dominio de f/g excluimos 0 porque g(0) = 0.
(b) Cada uno de estos valores existe porque x = 4 estd en el dominio de cada funcién.

(f+g)(4)=f(4)+g(4)=4i2+\f=§

—~
(y
|

«Q
N—’
—
N—

Il
-
—
I~
N—

|

<
—~
N
N—

Il

o

|

Il

|
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La gréfica de la funcion f + g puede obtenerse de las grificas de 'y g por suma grafica.
Esto significa que sumamos las coordenadas y correspondientes, como se ilustra en el si-
guiente ejemplo.

EJEMPLO 2 | Uso de suma gréafica

Las gréficas de f'y g se muestran en la Figura 1. Use suma gréfica para graficar la funcién
def+g.

SOLUCION  Obtenemos la grifica de f + ¢ al “sumar graficamente” el valor de f(x) a
g(x) como se ve en la Figura 2. Esto se implementa al copiar el segmento de recta PQ so-
bre el de PR para obtener el punto S en la grifica de f + g.

YA YA y=(f+9
r=a f y=at)
S/
4 i
y=flx) tglx) y = f(x)
o N\
. DL .
X X
FIGURA 1 FIGURA 2 Suma grifica

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

¥V Composicion de funciones

Ahora consideremos una forma muy importante de combinar dos funciones para obtener
una nueva funcién. Suponga que f(x) = Vxy g(x) = x> + 1. Podemos definir una nueva
funcién i como

h(x) = flg(x)) = fx* + 1) = Va2 + 1

La funcién & esta formada por las funciones f'y g en una forma interesante: dado un nimero x,
primero le aplicamos la funcién g y luego aplicamos f al resultado. En este caso, f es la
regla “tome la raiz cuadrada”, g es la regla “eleve al cuadrado, luego sume 17,y & es
la regla “eleve al cuadrado, luego sume 1, luego tome la raiz cuadrada”. En otras palabras,
obtenemos la regla 4 al aplicar la regla g y luego la regla f. La Figura 3 muestra un diagrama
de maquina para h

T : L s Xt
entrada u u salida

FIGURA 3 La mdquina Z estd compuesta de la maquina g (pri-
mero) y luego por la maquina f.

X +1

En general, dadas dos funciones f'y g cualesquiera, empezamos con un nimero x en el
dominio de ¢ y su imagen g(x). Si este nimero g(x) estd en el dominio de f, podemos enton-
ces calcular el valor de f{g(x)). El resultado es una nueva funcion h(x) = f(g(x)) que se ob-
tiene al sustituir g en f. Se denomina la composicion (o compuesta) de fy g, y se denota con
feg (“f compuesta con g”).



En el ejemplo 3, f es la regla "elevar al
cuadrado” y ¢g es la regla "reste 3". La
funcién f o g primero resta 3 y luego
eleva al cuadrado; la funcién ¢ ° f pri-
mero eleva al cuadrado y luego resta
tres.
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COMPOSICION DE FUNCIONES

Dadas dos funciones fy g, la funcién compuesta f °g (también llamada
composicion de fy g) estd definida por

(feg)x) = flg(x))

El dominio de f o g es el conjunto de toda x en el dominio de ¢ tal que g(x) estd en el
dominio de f. En otras palabras, (f° g)(x) estd definida siempre que tanto g(x) como f(g(x))
estén definidas. Podemos describir fo g usando un diagrama de flechas (Figura 4).

feg

A

FIGURA 4 Diagrama de flechas para fog

EJEMPLO 3 | Hallar la composicion de funciones
Sean f(x) = x*y g(x) = x — 3.

(a) Encuentre las funciones fo gy g ° fy sus dominios.

(b) Encuentre (f°g) (5)y (g °N(D.

SOLUCION

(a) Tenemos
(fog)x) = flg(x)) Definicién de fog

= f(x — 3) Definicién de g

=(x —3)>  Definicién de f

y (ge°NHx) =g(fx)) Definicién de g o f
=g(x?) Definicién de f
=x>-3 Definicion de ¢

Los dominios tanto de f° g como de ¢ © f son R.
(b) Tenemos

(fog)(5) = flg(5)) = f(2) =2* =4
(g° 7)) =g(f(7)) = g(49) = 49 — 3 = 46

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 21Y 35 |

Del Ejemplo 3 se puede ver que, en general, fo g # ¢ ° f. Recuerde que la notacién fo g
quiere decir que la funcidn g se aplica primero y luego f se aplica en segundo lugar.
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Las graficas de f'y ¢g del Ejemplo 4, asi
como las de feg,geof.fofygeg,se
muestran a continuacion. Estas graficas
indican que la operacién de composi-
cioén puede producir funciones que son
bastante diferentes de las funciones ori-
ginales.

—
o
<

feof

EJEMPLO 4 | Hallar la composicion de funciones

Si f(x) = Vx y g(x) = V2 — x, encuentre las siguientes funciones y sus dominios.
@ feog (b) geof (¢ fof @d geog

SOLUCION
(a) (fo g)(x) = f(g(x)) Definicién de f g
= f( m) Definicién de g
= \/\/E Definicién de f
=
Eldominiode feges{x|2 —x=0} = {x|x =2} = (—00,2].
(b) (g )(x) = 9g(f(x)) Definicidn de g © f
= g(\/);) Definicién de f

=V2 - Vx Definicién de ¢

Para que Vx esté definida, debemos tener x = 0. Para que V2 — Vx esté definida,
debemos tener 2 — Vx = 0, es decir, Vx =< 2, 0 x < 4. Entonces, tenemos 0 < x < 4
de modo que el dominio de g © fes el intervalo cerrado [0, 4].

(© (fof)(x) = f(f(x))  Definicion de fo f
= f(Vx) Definicién de f
= V5 Definicion de f

= Vx
El dominio de f° fes [0, 00).
@ (g°g)x) = glg(x)) Definicién de g ° g
=g(V2 —x) Definicién de ¢

= V2 — V2 —x  Definicién de ¢

Esta expresion estd definida cuando2 —x =0y 2 — V2 — x = 0. La primera des-
igualdad quiere decir que x = 2, y la segunda es equivalente a V2 — x = 2,02 — x
=4,0x = —2. Por tanto, —2 < x = 2, de modo que el dominio de g ° g es[—2, 2].

“ . AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 41 |

Es posible tomar la composicién de tres o mds funciones. Por ejemplo, la funcién com-
puesta fo g © h se encuentra al aplicar /& primero, después g y luego f como sigue:

(fogem)(x) = flg(r(x)

EJEMPLO 5 | Una composicién de tres funciones
Encuentre f o g o hsif(x) = x/(x + 1),g(x) = x"° y h(x) = x + 3.
SOLUCION

(fegeh)x) = flg(h(x))) Definicién de fog o h
= f(g(x + 3)) Definicién de &
= f((x + 3)") Definicién de g
(x + 3)10

=-————¢  Definicién def
(x+3)°+1 /

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |




tiempo = mediodia
5 mi ’

\W /
\_/ B
2’ ‘tiempo = ¢

FIGURA 5

distancia = rapidez X tiempo
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Hasta este punto hemos empleado composicién para construir funciones complicadas a
partir de unas mas sencillas, pero, en cdlculo, es dtil saber “descomponer” una funcién
complicada en unas més sencillas, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 | Reconocer una composicion de funciones
Dada F(x) = V/x + 9, encuentre funciones f'y ¢ tales que F = fo g.

SOLUCION  Como la férmula de F dice que primero sumamos 9 y luego tomamos la
raiz cuarta, hacemos

gx)=x+9 y
Y a continuacién

Definicién de fog

=fx+9) Definicién de g
=Vik+9 Definicién de f
= F(x)
“ ( AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 49 H

EJEMPLO 7 | Una aplicaciéon de composicién de funciones

Un barco estd navegando a 20 mi/h paralelo a un borde recto de la playa. El barco estd a
5 millas de la playa y pasa frente a un faro al mediodfa.

(a) Exprese la distancia s entre el faro y el barco como funcién de d, la distancia que el
barco ha navegado desde el mediodia; es decir, encuentre f de modo que s = f(d).

(b) Exprese d como funcién de ¢, el tiempo transcurrido desde el mediodia; esto es, en-
cuentre g para que d = ¢(1).

(¢) Encuentre f°g. ;Qué representa esta funcién?
SOLUCION  Primero trazamos un diagrama como el de la Figura 5.

(a) Podemos relacionar las distancias s y d por el Teorema de Pitdgoras. Asi, s puede ser
expresada como funcién de d por

s = f(d) = V25 + d?

(b) Como el barco estd navegando a 20 mi/h, la distancia d que ha recorrido es una fun-
cién de f como sigue:

d=g(t) = 20t

(¢c) Tenemos

(fog)(r) = flg(®))
= £(201)
= V25 + (20r)?
La funcidn fo g da la distancia del barco desde el faro como funcién del tiempo.

©_ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 63 |

Definicién de fog
Definicién de ¢

Definicién de f
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2.6 EJERCICIOS

CONCEPTOS
1. De las gréficas de f'y g de la figura, encontramos
f+92Q)=—— (F-9@)=
f
so-—  (Do-
4
YA
4
Ve
o) _j;/’l
0 2 :
2. Por definicién, fo g(x) = ____. Por tanto, si g(2) = 5y f(5) = 12,
entonces fo g(2) =

3. Silaregla de la funcién fes “sumar 17y la regla de la funcién
g es “multiplicar por 2,” entonces la regla de fo g es

« ”»

ylaregladegofes

”»

4. Podemos expresar algebraicamente las funciones del Ejercicio 3

como
fo) = —— g(x) =
feglx) = — gef) =

& 15,

HABILIDADES
5-10 m Encuentre f + g, f — ¢, fg y f/g y sus dominios.

S5 fx)=x—3, gx) =+
6. f(x) =x*+2x, g(x) =3x*—1
7. f(x) = V4 - gx)=VI+x
8. f(x) = V9 -4, gx)=VS—4
2 4
9. 5(x) = 2. gl) =
10. 16 = e 00) =

11-14 m Encuentre el dominio de la funcion.

11. f(x) = Vx + V1 —x 12.g(x)=\/x+1*;
13. h(x) = (x — 3)"" 14, k() = Y+ 3

15-16 m Use suma grafica para trazar la gréfica de f + g.

YA 16. YA

A~

/ //Q

(=]
=Y

== 17-20 m Trace las graficas de f, g y f + ¢ en una pantalla comiin
para ilustrar la adicion gréfica.

17. f(x) = VI +x, ¢gx)=VI—x

18. f(x) = 2% g(x) = Vx
19. f(x) = X% g(x) = 3x°
20. f(x) = VI —x, g(x) = —g

21-26 m Use f(x) = 3x — 5y g(x) = 2 — x* para evaluar la expresion.

* 21, (a) f(g(0)) (b) g(£(0))
22. (a) f(f(4)) () g(9(3))
23. (a) (fog)(—2) () (g°f)(=2)
24. (a) (fof)(—1) () (g°9)(2)
25. (a) (fog)(x) ) (g ° f)(x)
26. (a) (fof)(x) () (9°9)x)

27-32 m Use las gréficas dadas de f'y g para evaluar la expresion.

YA

27. f(g(2))
28. ¢(
29. (
30. (fog
31. (c
32. (



L4

@

4

33-44 m Encuentre las funciones fo g, g ° f, fofyge°gy sus do-

minios.

33, f(x) =2x + 3, gx)=4x—1
3. f(x) = 6x — 5, g(x) =§
35 f(x) =4, gx) =x+1
36. f(x) = +2, g(x) = Vx
37. flx) = %, glx) =2x+4
38. f(x) =% gx)=Vx—3
39. f(x) = |x|, gx)=2x+3
40. f(x) =x—4, gx)=|x+4]|
AL ) = - i Lo =201

_ L 2
4. f(x) = o g(x) = x* — 4x

1
Bf) = 9w =
2

M) =1 g =

45-48 m Encuentre fo g © h.
5. fx) =x—1, g(x)=Vx, hlx)=x-1

46. f(x) = %, glx) =2, h(x)=x>+2

47. fx) =x*+ 1, gx)=x—35, h(x) = Vx
48. f(x) = V& g(r) = " h(x) = Vi

49-54 m Exprese la funcion en la forma fo g.

49. F(x) = (x —9)°
50. F(x) = Vx + 1
»
51. G(x) =
(x) X+ 4
1
52. G(x) = 13

53. H(x) = |1 — x|

V1+ Vax

55-58 m Exprese la funcién en la forma fo g o h.

54. H(x) =

55. F(x) = ﬁ

56. F(x) = VVx — 1

57. G(x) = (4 + Vx)°
2

58. G(x) = m
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APLICACIONES

59-60 m Ingreso, costo y utilidad Un taller de imprenta hace
calcomanias para pegarse en los parachoques de autos para campa-
flas politicas. Si x calcomanias son solicitadas (donde x < 10,000)
entonces el precio por calcomania es 0.15 — 0.000002x délares, y el
costo total por producir el pedido es 0.095x — 0.0000005x* délares.

59.

ingreso =

60.

61.

62.

4
N
@

64.

Use el hecho de que

precio por articulo X ndmero de articulos vendidos

para expresar R(x), el ingreso por un pedido de x calcomanfas,
como producto de dos funciones de x.

Use el hecho de que
utilidad = ingreso — costo

para expresar P(x), la utilidad de un pedido de x calcomanias,
como diferencia de dos funciones de x.

Area de una onda Se deja caer una piedra en un lago,

creando una onda circular que se mueve hacia fuera con una ra-

pidez de 60 cm/s.

(a) Encuentre una funcién g que modele el radio como funcién
del tiempo.

(b) Encuentre una funcién f que modele el drea del circulo
como funcién del radio.

(¢) Encuentre f°g. ;Qué representa esta funciéon?

R T
= Hf

Inflar un globo Un globo esférico estd siendo inflado. El

radio del globo es creciente a razén de 1 cm/s.

(a) Encuentre una funcién f que modele el radio como funcién
del tiempo.

(b) Encuentre una funcién g que modele el volumen como fun-
cién del radio.

(¢) Encuentre fog. ;Qué representa esta funcion?

. Area de un globo Un globo esférico de meteorologfa estd

siendo inflado. El radio del globo es creciente a razén de 2 cm/s.
Exprese el drea superficial del globo como funcién del tiempo ¢
(en segundos).

Descuentos multiples Una persona tiene un cupén de

$50 del fabricante, bueno para la compra de un teléfono celular.

La tienda donde compra el teléfono esta ofreciendo un 20% de

descuento en todos los teléfonos celulares. Represente con x el

precio regular del teléfono celular.

(a) Suponga que sélo aplica el 20% de descuento. Encuentre
una funcién que modele el precio de compra del teléfono
celular como funcién del precio regular x.
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65.

66.

Funciones

(b) Suponga que sélo aplica el cupén de $50. Encuentre una
funcién g que modele el precio de compra del teléfono ce-
lular como funcidn del precio x de la etiqueta.

(c) Sise puede usar el cupén y el descuento, entonces el precio
de compra es ya sea f° g(x) o g ° f(x), dependiendo del pe-
dido en el que se aplique el precio. Encuentre f o g(x) y
g ° f(x). {Cudl composicién da el precio mds bajo?

Descuentos multiples Un distribuidor de aparatos elec-
trodomésticos anuncia un 10% de descuento en todas sus md-
quinas lavarropas. Ademads, el fabricante ofrece un descuento de
$100 sobre la compra de una lavarropas. Represente con x el
precio de la etiqueta de la maquina lavarropas.

(a) Suponga que sélo aplica el 10% de descuento. Encuentre
una funcién f que modele el precio de compra de la lavarro-
pas como funcién del precio x de etiqueta.

(b) Suponga que sélo aplica el descuento de $100. Encuentre
una funcién g que modele el precio de compra de la lava-
rropas como funcidén del precio x de etiqueta.

(c) Encuentre fogy g °f. (Qué representan estas funciones?
(Cudl es el mejor trato?

Trayectoria de un avién Un avién estd volando con una

rapidez de 350 mi/h a una altitud de 1 milla. El avién pasa di-

rectamente arriba de una estacion de radar en el tiempo ¢ = 0.

(a) Exprese la distancia s (en millas) entre el avion y la esta-
cién de radar como funcién de la distancia horizontal d (en
millas) que el avién ha volado.

(b) Exprese d como funcién del tiempo 7 (en horas) que el
avién ha volado.

(¢) Use composicion para expresar s como funcién de 7.

7777777 g 77777%

\ P2

\ A

‘ -

p
‘ >
—
.| =7
lml‘ -
~ 8
\ P
‘ ~

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

67. Interés compuesto Una cuenta de ahorros gana 5% de in-

terés compuesto anualmente. Si una persona invierte x délares
en esa cuenta, entonces la cantidad A(x) de la inversion después
de un afio es la inversion inicial més 5%; es decir,

A(x) = x + 0.05x = 1.05x

Encuentre
A°A
AcA°A
A°oAcA°A

(Qué representan estas composiciones? Encuentre una férmula
para lo que la persona obtiene cuando capitalice n copias de A.

68. Composicion de funciones lineales Las grificas de

las funciones
f(x) = mx + b
g(x) = myx + b,

son rectas con pendientes m, y m,, respectivamente. ;Es una
recta de la gréafica fo g? Si es asi, (cudl es su pendiente?

69. Despejar una funcion desconocida de una ecua-

cion Suponga que
glx) =2x+1
h(x) = 4x* + 4x + 7

Encuentre una funcién ftal que fo g = h. (Piense en qué opera-
ciones tendré que efectuar en la férmula de g para terminar con
la férmula de 4.) Ahora suponga que

fx)=3x+5
h(x) = 3x* + 3x + 2

Utilice la misma clase de razonamiento para hallar una funcién
g tal que feg = h.

70. Composiciones de funciones impares y pares Su-

ponga que
h = fo g
Si g es una funcién par, ;s es necesariamente par? Si g es im-

par, (h es impar? ;Qué pasa si g es par y fes impar? ;Qué pasa
sig es impar y fes par?

PROYECTO DE
]V (ol [teracion y caos

En este proyecto exploramos el proceso de componer repetida-
mente una funcién consigo misma; el resultado puede ser regu-
lar o cadtico. Usted puede hallar el proyecto en el sitio web
acompanante de este libro: www.stewartmath.com
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2.7 FUNCIONES UNO A UNO Y SUS INVERSAS

YA

/]

FIGURA 2 Esta funcién no es uno a
uno porque f(x;) = f(x).

Funciones uno a uno P La inversa de una funcion P Graficar la inversa de
una funcion

La inversa de una funcién es una regla que actda en la salida de la funcién y produce la
entrada correspondiente. Por lo tanto, la inversa “deshace” o invierte lo que la funcién ha
hecho. No todas las funciones tienen inversas; las que la tienen se llaman uno a uno.

V Funciones uno a uno

Comparemos las funciones 'y g cuyos diagramas de flecha se muestran en la Figura 1.
Observe que f nunca toma el mismo valor dos veces (cualesquier dos niimeros en A tienen
imégenes diferentes), mientras que g toma el mismo valor dos veces (2 y 3 tienen la misma
imagen, 4). En simbolos, g(2) = ¢g(3) pero f(x,) # f(x,) siempre que x; # x,. Las funciones
que tienen esta tltima propiedad se denominan uno a uno.

w— —
o &

—_— —_—
f g
fes uno a uno ¢ Nno €S uno a uno
FIGURA 1

DEFINICION DE UNA FUNCION UNO AUNO

Una funcién con dominio A se denomina funcién uno a uno si no hay dos elementos
de A que tengan la misma imagen, esto es,

f(x;) # f(x,) siempre que x; # x,

Una forma equivalente de escribir la condicién para una funcién uno a uno es ésta:
Si f(x)) = f(x,), entonces x; = x,.

Si una recta horizontal cruza la grafica de f en mas de un punto, entonces vemos de la Figura 2
que hay nimeros x; # x, tales que f(x;) = f(x,). Esto significa que fno es uno a uno. Por lo
tanto, tenemos el siguiente método geométrico para determinar si una funcién es uno a
uno.

PRUEBA DE LA RECTA HORIZONTAL

Una funcidén es uno a uno si y sélo si no hay una recta horizontal que cruce su
grafica mds de una vez.
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74 / EJEMPLO 1 | Determinar si una funcién es uno a uno
/ ¢(La funcién f(x) = x’ es uno a uno?
1 SOLUCION 1 Si x, # x,, entonces x; # x3 (dos nimeros diferentes no pueden tener
/ el mismo cubo). Por lo tanto, f(x) = x* es uno a uno.
0 1 X p
; 1 SOLUCION 2  De la Figura 3 vemos que no hay recta horizontal que cruce la gréfica
de f(x) = x* més de una vez. Por lo tanto, por la Prueba de la Recta Horizontal, f es uno a
/ T uno.
“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 13 |
FIGURA 3 f(x) = x’esunoa
uno.
Observe que la funcidn f del Ejemplo 1 es creciente y también es uno a uno. De hecho,
se puede demostrar que foda funcion creciente y toda funcion decreciente es uno a uno.
YA EJEMPLO 2 | Determinar si una funcién es uno a uno
\ T / ¢(La funcién g(x) = x* es uno a uno?
\ T / SOLUCION 1  Esta funcién no es uno a uno porque, por ejemplo,
>1‘* f g)=1 "y g(-1)=1
0 1 X por lo cual 1 y —1 tienen la misma imagen.
FIGURA 4 f(x) = X’noes SOLUCION 2  De la Figura 4 vemos que hay rectas horizontales que cruzan la gréfica
uno a uno. de g mas de una vez. Por lo tanto, por la Prueba de la Recta Horizontal, g no es uno a
uno.
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |
vi Aun cuando la funcién g del Ejemplo 2 no es uno a uno, es posible restringir su dominio
/ de manera que la funcién resultante sea uno a uno. De hecho, definimos
T hx) =x*  x=0
1 / entonces 4 es uno a uno, como se puede ver de la Figura 5 y de la Prueba de la Recta Ho-
1 i rizontal.
— + 4
o] ¥ EJEMPLO 3 | Demostrar que una funcién es uno a uno

FIGURA 5 f(x) = * (x = 0) Demuestre que la funcién f(x) = 3x + 4 es uno a uno.

€S uno a uno. SOLUCION Suponga que hay niimeros x, y x, tales que f(x;) = f(x,). Entonces
3x, +4=3x, + 4 Suponga que f(x,) = f(x,)
3x; = 3x, Reste 4

X = X, Divida entre 3

Por lo tanto, f es uno a uno.

“© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

V¥ La inversa de una funcion

Las funciones uno a uno son importantes porque son precisamente las funciones que poseen
funciones inversas de acuerdo con la siguiente definicion.



FIGURA 6

@ No confunda el —1 de £~ por un
exponente.

f(x)
El reciproco 1/f(x) se escribe como

(Feo

f Y x) no significa
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DEFINICION DE LA INVERSA DE UNA FUNCION

Sea f una funcién uno a uno con dominio A y rango B. Entonces su funcién
inversa f ! tiene dominio B y rango A y esté definida por

/) =x & f) =y

para cualquier y en B.

Esta definicién dice que si f toma x por y, entonces f ' regresa y a x. (Si f no fuera uno a
uno, entonces f ' no estarfa definida de manera tnica.) El diagrama de flechas de la Figura 6
indica que f ' invierte el efecto de f. De la definicién tenemos

dominio de f~' = rango de f

rango de f' = dominio de f

EJEMPLO 4 | Hallar f~' para valores especificos
Sif(1) =5,f(3) =7y f(8) = —10, hallar f'(5), f'(7) y f'(10).
SOLUCION  De la definicién de f' tenemos

f7i(5) =1 porque f(1) =5
f7i(7) =3 porque f(3) =7
f7'(—=10) = 8 porque f(8) = —10

La Figura 7 muestra cémo f ' invierte el efecto de f en este caso.

A B A B

e -
f !
FIGURA 7
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 21 |

Por definicién, la funcién inversa ' deshace lo que f hace: si empezamos con x, aplica-
mos fy luego aplicamos f ', llegamos otra vez a x, donde empezamos. Andlogamente, f
deshace lo que f~' hace. En general, cualquier funcién que invierte el efecto de f en esta
forma debe ser la inversa de f. Estas observaciones se expresan precisamente como sigue.

PROPIEDAD DE LA FUNCION INVERSA

Sea f una funcién uno a uno con dominio A y rango B. La funcién inversa
f~! satisface las siguientes propiedades de cancelacién:

f'(f(x)) = x paratodaxen A
f(f '(x)) = x paratodaxen B

Reciprocamente, cualquier funcién f~' que satisfaga estas ecuaciones es la inversa de f.
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En el Ejemplo 6, nétese la forma en
que £ ' invierte el efecto de f. La fun-
cion fes la regla “Multiplique por 3,
luego reste 27, mientras que f ' es la
regla “Sume 2, luego divida entre 3”.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Usamos la Propiedad de la Funcién
Inversa.

Ff) = £7'3x = 2)

Bx—2)+2
-
=3 =

Estas propiedades indican que f es la funcién inversa de f~', de modo que decimos que
fyf !soninversas entre si.
EJEMPLO 5 | Verificar que dos funciones son inversas
Demuestre que f(x) = x° y g(x) = x'* son inversas entre sf.
SOLUCION  Observe que el dominio y rango de f'y de g es R. Tenemos
g(f(x)) = g(x*) = (") = x
flg(x)) = fx'7) = (x'°)* = x
Por lo tanto, por la Propiedad de Funciones Inversas, f'y g son inversas entre si. Estas ecua-

ciones simplemente dicen que la funcién cibica y la funcién raiz cibica, cuando son com-
puestas, se cancelan entre si.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

Ahora examinemos la forma en que calculamos funciones inversas. Primero observamos
de la definicién de ' que

y=1fx) & fly)=x

Por tanto, si y = f(x) y si podemos despejar x de esta ecuacion en términos de y, entonces
debemos tener x = f~'(y). Si entonces intercambiamos x y y, tenemos y = f~'(x), que es la
ecuacion deseada.

COMO HALLAR LA INVERSA DE UNA FUNCION UNO A UNO
1. Escriba y = f(x).

2. Despeje x de esta ecuacién en términos de y (si es posible).

3. Intercambie x y y. La ecuacién resultante es y = £ '(x).

Observe que los Pasos 2 y 3 se pueden invertir. En otras palabras, podemos intercambiar
Xy y primero y luego despejar y en términos de x.

EJEMPLO 6 | Hallar la inversa de una funcion
Encuentre la inversa de la funcion f(x) = 3x — 2.
SOLUCION  Primero escribimos y = f(x).

y=3x—2

A continuacién despejamos x de esta ecuacion.

3x=y+2 Sume?2

y+2
X = 3 Divida entre 3
Finalmente, intercambiamos x y y.
_x+2
Y73
L - x+2
Por lo tanto, la funcion inversa es f~'(x) = 3

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 37 |




En el Ejemplo 7, observe que f '
invierte el efecto de f. La funcién
fes laregla “Tome la quinta po-
tencia, reste 3, luego divida entre
2”, mientras que f ' es la regla
“Multiplique por 2, sume 3, luego
tome la quinta potencia”.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Usamos la Propiedad de la Funcién
Inversa

i) = 5 (552

=3 13
(5]
X —3+3)”
KB =y
f(2x + 3)'7)
[(2x+3)» P -3

2
_2x+3-3

= (
=

f(F())

Las funciones racionales se estudian en
la Seccién 3.7.
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EJEMPLO 7 | Hallar la inversa de una funcién

5
. . x =3
Encuentre la inversa de la funcion f(x) = 5
SOLUCION  Primero escribimos y = (x> — 3)/2 y despejamos x.
¥ -3
y = 5 Ecuacion que define la funcién
2y=x —3 Multiplique por 2
X=2y+3 Sume 3 (y cambie lados)
x= 2y + 3)1/5 Tome raiz quinta de cada lado

A continuacién intercambiamos x y y para obtener y = (2x + 3)". Por lo tanto, la funcién
inversa es f'(x) = (2x + 3)'".

“© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 53 |

Una funcién racional es una funcion definida por una expresion racional. En el siguiente
ejemplo encontramos la inversa de una funcién racional.

EJEMPLO 8 | Hallar la inversa de una funcién racional

2x + 3
x—1

Encuentre la inversa de la funcién f(x) =

SOLUCION  Primero escribimos y = (2x + 3)/(x — 1) y despejamos x.
2x +3 : . .
y = 1 Ecuacion que define la funcién
X —

yx—1)=2x+3 Multiplique por x — 1

y—y=2x+3 Desarrolle

y—2x=y+3 Lleve los términos en x al lado izquierdo

x(y—=2)=y+3 Factorice x
y+3
X = Divida entre y — 2
y—2
+3
Por lo tanto, la funcién inversa es f~'(x) = * >
X —
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 H

V Graficar la inversa de una funcion

El principio de intercambiar x y y para hallar la funcién inversa también nos da un método
para obtener la grifica de f ' a partir de la gréfica de f. Si f(a) = b, entonces f '(b) = a.
Asi, el punto (a, b) esté en la gréfica de f'si y s6lo si el punto (b, a) estd en la gréfica de /.
Pero obtenemos el punto (b, a) a partir del punto (a, b) al reflejar en la recta y = x (vea la
Figura 8 en la pdgina siguiente). Por lo tanto, como lo ilustra la Figura 9 de la pagina si-
guiente, lo siguiente es verdadero.

La gréfica de f~' se obtiene al reflejar la grafica de f en larecta y = x.
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FIGURA 8 FIGURA 9

EJEMPLO 9 | Graficar la inversa de una funcién

(a) Trace la grifica de f(x) = Vx — 2.
(b) Use la grifica de f para trazar la grifica de "

(¢) Encuentre la ecuacién de £ .
SOLUCION

(a) Usando las transformaciones desde la Seccién 2.5, trazamos la grafica de
y = Vx — 2 al hallar los puntos de la gréfica de la funcién y = Vx (Ejemplo 1(c)
de la Seccién 2.2) y moverla a la derecha 2 unidades.

(b) La grédfica de f~' se obtiene de la grafica de f de la parte (a) al reflejarla en la recta
y = x, como se ve en la Figura 10.

FIGURA 10 (¢) Delaecuacién y = Vx — 2 despeje x, observando que y = 0.
Vx —2=y
x—2= y2 Eleve al cuadrado cada uno de los lados

x=y"+2 y=0 Sume 2

En el Ejemplo 9 observe cémo [~ Intercambie x y y:
invierte el efecto de f. La funcién f

_ .2
es la reglas “Reste 2, luego tome la y=x"+2 x=0

rafz cuadrada,” en tanto que £~ ' es Por lo tanto fﬁl(x) =x24+2 =0
la regla “Eleve al cuadrado, luego
reste 2.7

Esta expresién muestra que la gréfica de f ' es la mitad derecha de la pardbola y = x
+ 2y, de la grafica mostrada en la Figura 10, esto parece razonable.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |
2.7 EJERCICIOS
CONCEPTOS 3. Una funcién ftiene la siguiente descripcion verbal: “Multipli-
que por 3, sume 5, y luego tome la tercera potencia del resul-
1. Una funcidén fes uno a uno si diferentes entradas producen tado”.
salidas. Se puede saber por la grifica que una funcién (a) Escriba una descripcion verbal para f~'.

(b) Encuentre férmulas algebraicas que expresen £y £ ' en tér-

es uno a uno si se usa la Prueba de la .
minos de la entrada x.

2. (a) Para que una f/unc1on ter.lga. una 1nvers.a, debe. ser. . 4. ;Verdadero o falso?
Entonces, ;cudl de las siguientes funciones tiene inversa?
flx) = X2 g(x) = X (a) Siftiene una inversa, entonces f '(x) es lo mismo que m
‘ X

(b) (Cuadl es la inversa de la funcion que usted escogi6 en la

(b) Si ftiene una inversa, entonces ' (f(x)) = x.
parte (a)?



HABILIDADES

5-10 m Nos dan la gréfica de una funcién f. Determine si f'es
uno a uno.

5. y / 6. y

0 X 0 X
7 y 8. y

/_ J

0 X 0 X
9 y 10. Vi

0 X / X

\

® A1 f(x) = —2x + 4 12. f(x) =3x—2
® 3. g(x) = Vx 14. g(x) = | x|
®a5. h(x) = x* — 2 16. h(x) = X + 8

17. f(x) =x*+5

18. f(x) =x*+5 0=x=2

19. f(x) :% 20. f(x) :i

4

4

21. (a) Sif(2

21-22 m Suponga que f'es una funcién uno a uno.

= 7,encuentre f~!(7).
3) =

)
(b) Sif( —1,encuentre f(—1).
22. (a) Sif(5) = 18,encuentre f'(18).
(b) Sif '(4) = 2,encuentre f(2).

23. Si f(x) = 5 — 2x, encuentre f'(3).

24. Sig(x) = x* + 4x con x = —2, encuentre g~ '(5).

25-36 m Use la Propiedad de la Funcién Inversa para demostrar que

[y g son inversas entre si.

25. f(x) =x—6; gx)=x+6

26. f(x) = 3x; g(x) =§
27, f(x) =2x — 5, g(x) = ; >
28 f(0) = % g) =3 — 4x

4

? 4

4

N
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1 1
29. f(x) = = gl) =7
30. f(x) = x% g(x) = Vx
3. f(x) =x*—4, x=0;
gx) = Vx+4, x=—-4
R.fx)=x+1; gx)=(x—-1"
33.f(x)=xi1, x#1, gx)=—+1, x#0
4. fx) = V4-—x, 0=x=2
gx)=V4—x, 0=x=2
x+2 2x + 2
35 f(x) x—2 Cox—1
x—5 5+ 4x
36. flx) = 3x + 4° (x) = 1 —3x
37-60 m Encuentre la funcion inversa de f.
37. f(x) = 2x + 1 38. f(x) =6 —x
39. f(x) =4x +7 40. f(x) =3 — 5x
41. f(x) = 5 — 4%° 2. f(x) = iz x>0
X
1 x—2
43. f(x) = 12 4. f(x) = P
- 3
45 10 = — 46. 50) = =5
2x+ 5 4x — 2
a7. f(x) = 48. f(v) =37
1+ 3x 2x — 1
49. f(x) 5oy 50. f(x) = < —3
51. f(x) = V2 + 5x 52. f(x) =x>+x, x=—1
B3 fx)=4—-x, x=0 54. f(x) = V2x — 1
55. f(x) = 4 + Vx 56. f(x) = (2 — x°)°
57. fx) =1+ VI +x
58. fx) = V9 —x% 0=x=3
59. f(x) =x', x=0 60. f(x)=1—x

61-64 m Nos dan una funcién f. (a) Trace la grifica de f. (b) Use la
grifica de f para trazar la grifica de f'. (¢) Encuentre /.

61.
.63.

f(x)=3x—-6 62. fx) =16 —x% x=0
flx) = Vx+1 64. f(x) =x*—1

##65-70 m Trace la grifica de f'y tsela para determinar si la funcién
" es uno a uno.

65.

67.

69.

flx) =x —x 66. f(x) = x> +x
fx) = );+_162 68. f(x) = V¥ —dx + 1
fx) = |x| = |x— 6] 70. f(x) = x-|x|
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£%]71-74 m Nos dan una funcién uno a uno. (a) Encuentre la inversa

de la funcién. (b) Grafique ambas funciones y su inversa en la
misma pantalla para verificar que las graficas son reflexiones una de
la otraen larectay = x.

71.
73.

fx) =2+x 72. f(x) =2 —3x
glx) = Vx+3 74 gx) =+ 1, x=0

75-78 m La funcién dada no es uno a uno. Restrinja su dominio
para que la funcién resultante sea uno a uno. Encuentre la inversa
de la funcién con el dominio restringido. (Hay mds de una respuesta
correcta.)

75.

flx) =4 — ¥ 76. g(x) = (x — 1)?

79-80 m Use la gréfica de f para trazar la grafica de f .

79.

YA 80. Y

....
[~
N\
N

I

APLICACIONES

81.

Tarifa por un servicio Por sus servicios, un investigador

privado requiere una tarifa de retencién de $500 més $80 por

hora. Represente con x el nimero de horas que el investigador

emplea trabajando en un caso.

(a) Encuentre una funcién que modele la tarifa del investigador
como funcién de x.

(b) Encuentre f'. ;Qué representa f'?

(¢) Encuentre f'(1220). ;Qué representa la respuesta de usted?

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

Ley de Torricelli Un tanque contiene 100 galones de agua
que se drena por una fuga del fondo y hace que el tanque se va-
cie en 40 minutos. La Ley de Torricelli da el volumen del agua
restante en el tanque después de t minutos como

V(1) = 1oo<1 - 4—%)2

(a) Encuentre V', ;Qué representa V~'?
(b) Encuentre V"'(15). ;Qué representa la respuesta de usted?

Circulaciéon sanguinea Cuando la sangre se mueve en
una vena o arteria, su velocidad v es maxima a lo largo del eje
central y disminuye a medida que aumenta la distancia r desde
el eje central (vea la figura siguiente). Para una arteria con radio
0.5 cm, v (en cm/s) estd dada como funcién de r (en cm)

v(r) = 18,500(0.25 — )

(a) Encuentre v~'. ;Qué representa v_'?
(b) Encuentre v~ '(30). ;Qué representa la respuesta de usted?

flfff} ,,,,, = ___
/’ =

Funcion de demanda La cantidad de una mercancia que
se vende recibe el nombre de demanda de esa mercancia. La
demanda D de cierta mercancia es funcién del precio dado por

D (p) = —3p + 150

(a) Encuentre D', ;Qué representa D~'?
(b) Encuentre D'(30). ;Qué representa la respuesta de usted?

Escalas de temperatura La relacién entre las escalas
Fahrenheit (F) y Celsius (C) esta dada por

F(C)=%C+ 32

(a) Encuentre F~'. ;Qué representa F~'?
(b) Encuentre F~'(86). ;Qué representa la respuesta de usted?

Tasas de cambio El valor relativo de las monedas en

circulacion fluctda a diario. Cuando este problema se escribid,

un ddlar canadiense valia 1.0573 ddlares de Estados Unidos.

(a) Encuentre una funcién f que dé el valor del ddlar de Esta-
dos Unidos f(x) de x dolares canadienses.

(b) Encuentre £ '. {Qué representa f '?

(¢) (Cudnto dinero canadiense valdrian $12,250 en d6lares de
Estados Unidos?

Impuesto sobre la renta En cierto pafs, el impuesto so-

bre ingresos iguales o menores a € 20,000 es 10%. Para ingre-

sos mayores a €20,000, el impuesto es €2000 mas 20% de la

cantidad que pase de €20,000.

(a) Encuentre una funcién f que dé el impuesto sobre la renta en
un ingreso x. Exprese f como funcién definida por tramos.

(b) Encuentre f~'. {Qué representa f '?

(¢) (Cuanto ingreso requeriria pagar un impuesto de €10,000?

Descuentos multiples Un distribuidor de autos anuncia

un 15% de descuento en todos sus autos nuevos. Ademas, el fa-

bricante ofrece un descuento de $1000 en la compra de un auto

nuevo. Con x represente el precio de etiqueta del auto.

(a) Suponga que aplica sélo el 15% de descuento. Encuentre
una funcién f que modele el precio de compra del auto
como funcién del precio de etiqueta x.
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(b) Suponga que aplica sélo el descuento de $1000. Encuentre
una funcién g que modele el precio de compra del auto
como funcién del precio de etiqueta x.

(¢) Encuentre una férmula para H = fog.

(d) Encuentre H'. ;Qué representa H '?

(e) Encuentre H '(13,000). ;Qué representa la respuesta de usted?

Costo de una pizza Marcello’s Pizza cobra un precio base
de $7 por una pizza grande mds $2 por cada aderezo o guarni-
cion. Asi, si una persona ordena una pizza grande con x adere-
70s, el precio de su pizza estd dado por la funcién f(x) = 7 +
2x. Encuentre f'. ;Qué representa la funcién f'?

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

90

91.

. Determinar cuando una funcion lineal tiene in-

versa Para que la funcién lineal f(x) = mx + b sea uno

a uno, ;qué debe ser cierto acerca de su pendiente? Si es uno a
uno, encuentre su inversa. ;La inversa es lineal? Si es asi, jcual
es su pendiente?

Hallar una inversa “mentalmente” En las notas al
margen de esta seccion sefialamos que se puede hallar la inversa
de una funcién con sélo invertir las operaciones que forman la
funcién. Por ejemplo, en el Ejemplo 6 vimos que la inversa de

x+2
3

fx)=3x—2 e flx)
porque la “inversa” de “Multiplique por 3 y reste 2” es “Sume 2
y divida entre 3”. Use el mismo procedimiento para hallar la in-
versa de las siguientes funciones.

@ ) =2 B f() =3 -
© flx)=Ve+2 @ f(x) = (2x = 5)

CAPiTULO 2 | REPASO

W VERIFICACION DE CONCEPTOS

92.

93.
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Ahora considere otra funcion:
fx)=x+2x+6

(Es posible usar la misma clase de inversion simple de opera-
ciones para hallar la inversa de esta funcién? Si es asi, hdgalo.
Si no, explique qué es diferente acerca de esta funcién que hace
dificil este trabajo.

La funcion identidad La funcién f(x) = x se denomina
funcién identidad. Demuestre que para cualquier funcion f te-
nemos foeI =f,Iof=fyfof '=f"'of=I (Esto significa
que la funcién identidad / se comporta para funciones y compo-
sicién igual que el nimero 1 se comporta para nimeros reales y
multiplicacién.)

Despejar una funcion incégnita de una ecua-

cion En el Ejercicio 69 de la Seccién 2.6 se pidi6 al estu-
diante resolviera ecuaciones en las que las incégnitas eran fun-
ciones. Ahora que ya sabemos de inversas y la funcién identidad
(vea Ejercicio 92), podemos usar dlgebra para resolver esas
ecuaciones. Por ejemplo, para despejar la funcién incdgnita f de
feog = h, efectuamos los siguientes pasos:

og=nh Problema: despejar f
fogeg '=hog! Componer con g~ en la derecha
fol=hog! Porque gog™' =1
f=hog™! Porque fol=f

Entonces la solucién es f = h o g~'. Use esta técnica para despe-
jar la funcién desconocida indicada de la ecuacién fo g = h.
(a) Despeje f, donde g(x) = 2x + 1y
h(x) = 4x* + 4x + 7.
(b) Despeje y, donde f(x) =3x + 5y
h(x) = 3x* + 3x + 2.

. Defina verbalmente cada concepto. (Verifique consultando la
definicién del texto.)
(a) Funcién
(b) Dominio y rango de una funcién
(¢) Grifica de una funcién
(d) Variables independientes y dependientes

. Trace manualmente, en los mismos ejes, las gréficas de las si-
guientes funciones.
@ f(x) =x () g(x) = x*
(¢) h(x) =x* (d) j(x) =x*

. (a) Exprese la Prueba de la Recta Vertical.
(b) Exprese la Prueba de la Recta Horizontal.

. (Como se define la rapidez de cambio promedio de la funcién f
entre dos puntos?

. (Qué se puede decir acerca de la rapidez de cambio promedio
de una funcién lineal?

6.

Defina verbalmente cada concepto.
(a) Funcion creciente

(b) Funcién decreciente

(¢) Funcion constante

. Suponga que nos dan la gréfica de f. Escriba una ecuacién para

cada gréfica que se obtenga de la gréfica de f como sigue.
(a) Desplazar 3 unidades hacia arriba.

(b) Desplazar 3 unidades hacia abajo.

(¢) Desplazar 3 unidades a la derecha.

(d) Desplazar 3 unidades a la izquierda.

(e) Reflejar en el eje x.

(f) Reflejar en el eje y.

(g) Contraer verticalmente en un factor de 3.
(h) Contraer verticalmente en un factor de 1
(i) Alargar verticalmente en un factor de 2.
(j) Alargar verticalmente en un factor de
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8. (a) (Qué es una funcién par? ;Qué simetria posee esta gréfica? 11. ;Como estd definida la funcién compuesta o g?
Dé un ejemplo de. una funcion par. . 12. (a) ;Qué es una funcién uno a uno?
(b) (Qué es una funci6n impar? ;Qué simetria posee esta grd- (b) (C6mo se puede saber de la grafica de una funcion si es
fica? D€ un ejemplo de una funcién par. uno a uno?
9. (Qué significa decir que f(3) es un valor maximo local de f? (¢) Suponga que f'es uno a uno con dominio A y rango B.
i o ) o (Cémo estd definida la funcién inversa f'? ;Cudl es el do-
10. Suponga que ftiene dominio A y ¢ tiene dominio B. minio de £~12 ;Cudl es el rango de 7
(@) (Cuilesel dom}n}o def+g? (d) Si nos dan una férmula para f, ;cémo encontramos una
(b) ;Cual es el dominio de fg? férmula para f~'?
(c) (Cudl es el dominio de fg? (e) Sinos dan la grifica de f, ;como encontramos la grafica de
T
W EJERCICIOS
1-2 m Nos dan una descripcion verbal de una funcién f. Encuentre 11. ;Cudles de las siguientes figuras son graficas de funciones?

una férmula que exprese f en notacién de funciones.

1.
2.

3-4 m Nos dan una férmula para una funcién f. Dé una descripcion

“Elevar al cuadrado, luego restar 5.”

“Dividir entre 2, luego sumar 9.”

verbal de la funcion.
3. f(x) = 3(x + 10)

4. f(x) =

Vox — 10

5-6 m Complete la tabla de valores para la funcién dada.

5. g(x) = x* — 4x

7.

10.

6. h(x) =3x*>+2x—5

x g(x) x h(x)
-1 )
0 ~1
1 0
2 1
3 2

Un editor estima que el costo C(x) de imprimir una serie de

x ejemplares de cierto libro de texto de matemadticas estd dado
por la funcién C(x) = 5000 + 30x — 0.001x%

(a) Encuentre C(1000) y C(10,000).

(b) (Qué representan las respuestas de usted en la parte (a)?
(¢) Encuentre C(0). ;Qué representa este nimero?

. Reynalda trabaja como vendedora en el departamento de elec-

tronica de una tienda departamental. Ella gana un salario se-

manal fijo mds una comisién basada en el precio al menudeo

de los articulos que venda. Si vende mercancia con valor de x

ddlares, su ganancia de la semana estd dada por la funcién

E(x) = 400 + 0.03x.

(a) Encuentre £(2000) y E£(15,000).

(b) (Qué representan las respuestas de usted en la parte (a)?

(¢) Encuentre E(0). ;Qué representa este nimero?

(d) De la férmula para E, determine qué porcentaje gana Rey-
nalda sobre los articulos que venda.

. Sif(x) = x* — 4x + 6, encuentre £(0), £(2), f(—2), f(a), f(—a),

foe+ 1), f(2x), y 2f(x) —

Sif(x) =4 — V3x — 6, encuentre f(5), f(9), fla + 2), f(—x

FG2), y [

12.

(Cudles de las funciones son uno a uno?

Nos dan la gréfica de una funcién f.

(a) Encuentre f(—2)y f(2).

(b) Encuentre el dominio de f.

(¢) Encuentre el rango de f.

(d) (En qué intervalos es f creciente? ;En qué intervalos es f
decreciente?

(e) ¢Cudles son los valores maximos locales de f?

(f) (fesunoauno?

o
=Y

13-14 m Encuentre el dominio y rango de la funcién.

13.

fx)=Vx+3 4. Fe) =2 +2t+5



15-22 m Encuentre el dominio de la funcién.

2%+ 1
15. f(x) = Tx + 15 16. f(x) 2i - 2
7. fx) = Ve + 4 18, () = 3 - e
19'f(x):i+xi1 lerz 2"-9<x>:§§f§if§
21 A(x) = VA4 —x+ VX’ — 1 22, f(x) = @

23-40 m Trace la gréfica de la funcién.

23. f(x) =1—2x
24, f(x) =i(x—15),2=x=38
25. f(r) =1 —3r? 26. g(t) = 1> — 2t
27. f(x) =x*—6x+ 6 28. f(x) =3 — 8x — 247
29, g(x) =1 — Vx 30. g(x) = —|x]|
31. h(x) =15° 32. h(x) = Vx +3
33. h(x) = Vx 34. H(x) = X — 357
1 1
35. =— 36. G(x) = ——5
g('x) xz (x) (x _ 3)2
I —x six<0
37. =
f) {1 six=0
1 —2x six=0
3. f(x)_{Zx—l six>0
x+6 six<-2
39. =
1) {x2 six = -2
—x six<O0
40. f(x) ={x* si0=x<2
1 six =2

41-44 m Determine si la ecuacion define a y como una funcién de x.

42.3x— Vy=38
4. 2x =y* - 16

41. x +y* = 14
43. x3—y3=27

=#45. Determine cudl rectdngulo de vista produce la grifica mas apro-

piada de la funcién
flx) = 6x° — 15x% + 4x — 1

@) [-2, 2] por
(iii) [—4, 4] por

[-2,2]
[~12, 12]

(ii) [—8, 8] por[—8, 8]
(iv) [~100, 100] por [ 100, 100]

=(46. Determine cudl rectdngulo de vista produce la

grdfica més apropiada de la funcién f(x) = V100 — x*
(i) [—4, 4] por[—4, 4]

(i) [—10, 10] por [—10, 10]
(i) [—1
@iv) [—1

0, 10] por [—10, 40]
00, 100] por [ 100, 100]

#47-50 m Trace la gréfica de la funcién en un rectdngulo de vista

apropiado.

47. f(x) = x* + 25x + 173
48. f(x) = L.1e' — 9.6x* — 1.4x + 3.2
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X

Vi + 16

50. f(x) = |x(x +2)(x + 4)|

49. f(x) =

1. Encuentre, aproximadamente, el dominio de la funcién

fa) =Va —dr+ 1

52. Encuentre, aproximadamente, el rango de la funcién

f)=x-X+x¥+3x—-6

53-54 m Trace la gréfica de la funcidn f, y determine los intervalos

en los que fes creciente y en los que es decreciente.
53. fx) = X — 4 54. f(x) = |x* — 16]

55-58 m Encuentre la rapidez de cambio promedio de la funcién
entre los puntos dados.

55. f(x) =x*+3x; x=0,x=2

56.f(x):x_2; x=4,x=38
1

57.f(x)=;; x=3,x=3+h

58. fx) =(x+1)% x=ax=a+h

59. La poblacién de una comunidad planeada a orillas del mar en
Florida estd dada por la funcién P(f) = 3000 + 200t + 0.1/%,
donde ¢ representa el nimero de afios desde que la comunidad
fue incorporada en 1985.

(a) Encuentre P(10) y P(20). ;{Qué representan estos valores?
(b) Encuentre la rapidez de cambio promedio de P entre r = 10
y t = 20. ;Qué representa este nimero?

60. Ella estd ahorrando para su retiro, haciendo depdsitos regulares
en un plan 401(k). Cuando aumenta su salario, encuentra que
puede depositar cantidades crecientes cada afio. Entre 1995 y
2008, la cantidad anual (en délares) que deposit6 estuvo dada
por la funcién D() = 3500 + 157, donde ¢ representa el afio
del depdsito medido desde el principio del plan (entonces, 1995
corresponde a t = 0y 1996 corresponde a t = 1, y asi sucesiva-
mente).

(a) Encuentre D(0) y D(15). ;Qué representan estos valores?
(b) Suponiendo que sus depdsitos continden siendo modelados
por la funcién D, ;jen qué afio habrd depositado $17,000?
(c) Encuentre la rapidez de cambio promedio de D entre
t =0yt =15.;Qué representa este nimero?

61-62 m Nos dan una funcién f. (a) Encuentre la rapidez de cambio
promedio de fentre x = 0 y x = 2, y la rapidez de cambio promedio
de fentre x = 15 y x = 50. (b) ;Son iguales las dos rapidez de cam-
bio promedios que encontr6 usted en la parte (a)? Explique por qué
si o por qué no.

61. f(x) =3x—6 62. f(x) =8 — 3x

63. Suponga que nos dan la gréfica de f. Describa como se pueden
obtener las graficas de las siguientes funciones a partir de la
grifica de f.

(@ y=f(x)+8
(©) y=1+2f(x)
(e) y=f(—x)
(g y=—fx)

() y = f(x +8)

@ y=flx—-2)-2
®) y=—f(-x)

(h) y=f"'(x)
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64.

65.

66.

Nos dan la grafica de f. Trace las graficas de las siguientes fun-
ciones.

(@ y=f(x—-2) (b) y=—f(x)
(© y=3—f(x) d y=7fx) —1
e y=f"(x) ) y=f(—x)
yA
_—
/ Ll
0 X

Determine si f es par, impar, o ninguna de éstas.
(@ flx)=2x—-324+2 (b) flx) =x —x
1 - 1
= d [
© f0) =173 @ f(x) =
Determine si la funcion de la figura es par, impar, o ninguna de
éstas.
(@ vy (b) y
0 X 0 X
(0) G))
y Yy
O
O=—9
0 X 0 X
OO0

. Encuentre el minimo valor de la funcién g(x) = 2x* + 4x — 5.
. Encuentre el mdximo valor de la funcién f(x) = 1 — x — x%

. Desde lo alto de un edificio se lanza una piedra verticalmente

hacia arriba. Su altura (en pies) arriba del suelo después de ¢ se-
gundos estd dada por

h(t) = =168 + 48t + 32

(Cual es la altura maxima que alcanza?

. La utilidad P (en d6lares) generada por vender x unidades de

cierta mercancia estd dada por
P = —1500 + 12x — 0.0004x

(Cudl es la maxima utilidad, y cudntas unidades deben ser ven-
didas para generarla?

71-72 m Encuentre los valores maximo y minimo locales de la fun-
cion y los valores de x en los que se presentan. Exprese cada res-
puesta correcta a dos lugares decimales.

71. f(x) = 3.3 + 1.6x — 2.5¢° 72. f(x) = 36 — x)?
73-74 m Nos dan dos funciones, 'y g. Trace grificasde f,gyf+ ¢

en la misma pantalla de una calculadora graficadora para ilustrar el
concepto de adicion grafica.

73. f(x) =x+2, gx) =¥
74, f(x) =x*+1, gx)=3-x

75. Sif(x) = x¥* — 3x + 2y g(x) = 4 — 3x, encuentre las siguientes

funciones.
(@ f+g (b) f—g (©) fg
(d) flg (€ feyg ®) gof

76.Sif(x) = 1 + Xy g(x) = Vx — 1, encuentre lo siguiente.

@ fog M) gof (© (fog)(2)
@ (fof)2) (o) fegef ®) geofeyg

77-78 m Encuentre las funciones feg,g o f, fefygegy sus do-
minios.
77. f(x) =3x— 1, g(x) =2x—x*
2
x—4

79. Encuentre f o g o h, donde f(x) = V1 — x,g(x) =1 — 2%y
h(x) =1+ V.

78. f(x) = Vx, g(x) =

80. SiT(x) = , encuentre funciones f, g, y h tales que

1+ Vx
fogeh=T.
81-86 m Determine si la funcién es uno a uno.
8L f(x) =3+
82. g(x) =2 —2x + x*
1

x4

L r(x) =2+ Vx+3
. p(x) =33 + 1.6x — 2.5¢°
. g(x) =33 4 1.6x + 2.5%°

83. h(x) =

87-90 m Encuentre la inversa de la funcion.

8. f(x) = = 3+ !

90. f(x) =1+ Vx—2

87. f(x) =3x—2

89. f(x) = (x+ 1)
91. (a) Trace la grifica de la funcién

f(x):x2—4 x=0

(b) Use la parte (a) para trazar la grafica de /.
(¢) Encuentre una ecuacién para f '

92. (a) Demuestre que la funcién de f(x) = 1 + VA es uno a uno.
(b) Trace la gréfica de f.
(¢) Use la parte (b) para trazar la grifica de f .
(d) Encuentre una ecuacién para f'.



YA EXAMEN

1. (Cuadles de las siguientes gréficas son funciones? Si la gréfica es la de una funcién, jes uno a

uno?
y y
0 §x ng X
y y
E;E}x { E X
2. Sea f(x) = x+1'

(a) Evalie f(3),f(5)yf(a —1).
(b) Encuentre el dominio de f.
3. Una funcién tiene la siguiente descripcion verbal: “Restar 2, luego elevar al cubo el resul-
tado.”
(a) Encuentre una férmula que exprese f algebraicamente.
(b) Haga una tabla de valores de f; para las entradas —1, 0, 1, 2, 3 y 4.
(¢) Trace una gréfica de f, usando la tabla de valores de la parte (b) para ayudarse.
(d) (Cémo sabemos que ftiene una inversa? Dé una descripcién verbal para f'.
(e) Encuentre una férmula que exprese f ' algebraicamente.

. Un grupo de personas que recaudan fondos para una escuela vende barras de chocolate para
ayudar a financiar una piscina para su programa de educacién fisica. El grupo encuentra que
cuando fijan el precio de x d6lares por barra (donde 0 < x = 5), el ingreso total por sus ven-
tas (en ddlares) estd dado por la funcién R(x) = —500x> + 3000x.

(a) Evalie R(2) y R(4). {Qué representan estos valores?

(b) Use calculadora graficadora para graficar R. ;Qué le dice la grafica acerca de lo que
ocurre al ingreso cuando aumenta el precio de 0 a 5 délares?

(¢) (Cudl es el maximo ingreso, y a qué precio se obtiene?

5. Determine la rapidez de cambio promedio para la funcién f(r) = £* — 2tentre t = 2 y
t=>5.

6. (a) Trace la grifica de la funcién f(x) = x°.
(b) Use la parte (a) para graficar la funcién g(x) = (x — 1)* — 2.

7. (a) (Coémo se obtiene la grifica de y = f(x — 3) + 2 a partir de la gréfica de f?
(b) (Cémo se obtiene la grafica de y = f(—x) a partir de la grafica de f?

1—x six=1

2x +1 six>1

8. Sea f(x) = {

(a) Evalde f(—2) y f(1).
(b) Trace la grafica de f.

9. Sif(x) =x*+ 1yg(x) = x — 3, encuentre lo siguiente.

(@) feog (b) gof
© f(g(2) @ g(£(2))
(€ gegeyg
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10. (a) Si f(x) = V3 — x, encuentre la funcion inversa f~'.

(b) Trace las graficas de fy f ' en los mismos ejes de coordenadas.
11. Nos dan la gréfica de una funcién f.

(a) Encuentre el dominio y rango de f.

(b) Trace la gréfica de f .

(c) Encuentre la rapidez de cambio promedio de fentre x = 2y x = 6.

y

—

12. Seaf(x) = 3x* — 14x* + 5x — 3.

(a) Trace la grdfica de f'en un rectdngulo de vista apropiado.

(b) ifesuno auno?

(c) Encuentre los valores maximo y minimo locales de f'y los valores de x en los que se pre-
sentan. Exprese cada respuesta correcta a dos lugares decimales.
(d) Use la grafica para determinar el rango de f.

(e) Encuentre los intervalos en los que f'es creciente y en los que f es decreciente.




ENFOQUE SOBRE MODELADO

Modelado con funciones

Muchos de los procesos que se estudian en ciencias fisicas y sociales se relacionan con
entender la forma en que una cantidad varia con respecto de otra. Hallar una funcién que
describa la dependencia de una cantidad, respecto de otra, se conoce como modelado. Por
ejemplo, un bi6logo observa que el nimero de bacterias en cierto cultivo aumenta con el
tiempo. El trata de modelar este fenémeno al hallar la funcién (o regla) precisa que rela-
cione la poblacién de bacterias con el tiempo transcurrido.

En este Enfoque aprenderemos a hallar modelos que se puedan construir usando propie-
dades geométricas o algebraicas del objeto en estudio. Una vez hallado el modelo, lo usa-
remos para analizar y predecir propiedades del objeto o proceso en estudio.

V Modelado con funciones

Empezamos con una situacién practica que ilustra el proceso de modelado.

EJEMPLO 1 | Modelar el volumen de una caja

Una compaiiia productora de cereales para desayuno fabrica cajas para envasar sus produc-
tos. Por razones estéticas, la caja debe tener las siguientes proporciones: su ancho es el triple
de su profundidad, y su altura es 5 veces su profundidad.

(a) Encuentre una funcién que modele el volumen de la caja en términos de su profundidad.
(b) Encuentre el volumen de la caja si su profundidad es 1.5 pulg.

(¢) ¢Para qué profundidad tendra un volumen de 90 pulg®?

(d) ¢Para qué profundidad tendrd un volumen mayor a 60 pulg’?

CONSIDERANDO EL PROBLEMA

Experimentemos con el problema. Si la profundidad es 1 pulgada, entonces el an-
cho es 3 pulgadas y la altura es 5 pulgadas. Por lo tanto, en este caso, el volumen
es V=1X3X5=15pulg’. La tabla da otros valores. Observe que todas las

cajas tienen la misma forma, y a mayor profundidad, mayor volumen.
Profundidad Volumen
1 1 X3x5=15 3x
2 2X6X10 =120
3 3 X9 X 15 =405
4 4% 12 %20 = 96 =
X

SOLUCION

(a) Para hallar la funcién que modele el volumen de la caja, usamos los siguientes pasos.
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400

0 - - 3
FIGURA 1

400

15x* = 90
FIGURA 2

400

15x* = 60
FIGURA 3

> Expresar verbalmente el volumen
Sabemos que el volumen de una caja rectangular es

volumen = profundidad x ancho x altura

> Escoger la variable

Hay tres cantidades que varfan: ancho, profundidad y altura. Como la funcién que buscamos
depende de la profundidad, hacemos

x = profundidad de la caja

Entonces, expresamos las otras dimensiones de la caja en términos de x.

Verbalmente En algebra
Profundidad X
Ancho 3x
Altura 5x

> Establecer el modelo
El modelo es la funcién V que da el volumen de la caja en términos de la profundidad x.

volumen = profundidad x ancho x altura

El volumen de la caja estd modelado por la funcién V(x) = 15x°. La funcién V estd gra-
ficada en la Figura 1.

» Usar el modelo
Usamos el modelo para contestar las preguntas de las partes (b), (c) y (d).
(b) Si la profundidad es 1.5 pulg., el volumen es V(1.5) = 15(1.5)* = 50.625 pulg.®.
(¢) Necesitamos resolver la ecuacién V(x) = 90, es decir,
15x% =90
=6
x=Ve6~182 pulgadas

El volumen es 90 pulg.’ cuando la profundidad es alrededor de 1.82 pulgadas. (Tam-
bién podemos resolver graficamente esta ecuacién, como se ve en la Figura 2.)

(d) Necesitamos resolver la desigualdad V(x) = 60, es decir,

15x% = 60
x}’=4
x= V4 ~159

El volumen serd mayor de 60 pulg.® si la profundidad es mayor a 1.59 pulgadas. (Tam-
bién podemos resolver graficamente esta desigualdad, como se ve en la Figura 3.)
|
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Los pasos del Ejemplo 1 son caracteristicos de como modelamos con funciones. Estan
resumidos en el recuadro siguiente.

GUIA PARA MODELAR CON FUNCIONES

1. Expresar verbalmente el problema. Identificar la cantidad que se desea
modelar y expresarla, verbalmente, como funcién de las otras cantidades del
problema.

2. Escoger la variable. Identificar todas las variables que se usan para expresar
la funcién del Paso 1. Asignar un simbolo, por ejemplo x, a una variable, y ex-
presar las otras variables en términos de este simbolo.

3. Establecer el modelo. Expresar la funcién en el lenguaje de dlgebra al escri-
birla como funcién de la variable tnica escogida en el Paso 2.

4. Usar el modelo. Usar la funcién para contestar las preguntas planteadas en
el problema. (Para hallar un mdximo o un minimo, usar los métodos descritos
en la Seccion 3.3.)

EJEMPLO 2 | Instalar una cerca en un jardin

Una jardinera tiene 140 pies de malla para instalar una cerca en un jardin rectangular de
hortalizas.

(a) Encuentre una funcién que modele el drea del jardin que ella pueda cercar.

(b) ;Para qué rango de anchos el drea es mayor a 825 pies?

(c) (Puede ella cercar un jardin con drea de 1250 pies*?

(d) Encuentre las dimensiones del drea mas grande que ella pueda cercar.

CONSIDERANDO EL PROBLEMA

Si la jardinera instala una cerca alrededor de un lote con 10 pies, entonces la lon-
gitud debe ser 60 pies, porque 10 + 10 + 60 + 60 = 140. Entonces, el drea es

A = ancho X largo = 10 - 60 = 600 pies’

La tabla siguiente muestra varias opciones para cercar el jardin. Vemos que
cuando aumenta el ancho, aumenta el 4drea cercada y luego disminuye.

Ancho Longitud Area
10 60 600
20 50 1000 ancho
30 40 1200
40 30 1200
50 20 1000 longitud
60 10 600

SOLUCION

(a) El modelo que buscamos es una funcién que da el drea que ella pueda cercar.

> Expresar verbalmente el problema
Sabemos que el drea del jardin rectangular es

drea = ancho x longitud
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FIGURA 4

Los valores maximos de funciones se
estudian en la pigina 166.

> Escoger la variable
Hay dos cantidades que varian: ancho y longitud. Como la funcién que buscamos depende
sélo de una variable, hacemos

x = ancho del jardin

Entonces debemos expresar la longitud en términos de x. El perimetro se fija en 140 pies,
de modo que la longitud estd determinada una vez que escojamos el ancho. Si hacemos que
la longitud sea /, como en la Figura 4, entonces 2x + 2/ = 140, de modo que [ = 70 — x.
Resumimos estos datos.

Verbalmente En dlgebra

Ancho X
Longitud 70 — x

> Establecer el modelo
El modelo es la funcién A que da el drea del jardin para cualquier ancho x.

area = ancho x longitud

A(x) = x(70 — x)
A(x) = 70x — x?

El 4rea que ella puede cercar estd modelada por la funcién A(x) = 70x — x*

> Usar el modelo
Usamos el modelo para contestar las preguntas de las partes (b)—(d).

(b) Necesitamos resolver la desigualdad A(x) = 825. Para resolver graficamente, grafica-
mos y = 70x — x* y y = 825 en el mismo rectdngulo de vista (vea Figura 5). Vemos
que 15 = x = 55.

(¢) De la Figura 6 vemos que la grafica de A(x) siempre estd debajo de la recta y = 1250,
de modo que nunca se alcanza un drea de 1250 pies”.

(d) Necesitamos hallar en dénde se presenta el maximo valor de la funcién A(x) = 70x —
x%. La funcién estd graficada en la Figura 7. Usando la funcién de una calcula-
dora graficadora, hallamos que la funcién alcanza su valor mdximo en x = 35. Entonces,
el drea maxima que ella puede cercar es aquella cuando el ancho del jardin es 35 pies y
su longitud es 70 — 35 = 35 pies. El 4rea mdxima entonces es 35 X 35 = 1225 pies™.

1500 1500
I /_\ 1 y = 1250
y =825
1/y=170x —x* y = 70x — x?
Rl e -5 =75
~100 100
FIGURA 5 FIGURA 6
1500

FIGURA 7 |
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EJEMPLO 3 | Reducir al minimo el metal de una lata

Un fabricante hace una lata que contiene 1 L (litro) de aceite. ;Qué radio reduce al minimo
la cantidad de metal de la lata?

CONSIDERANDO EL PROBLEMA

Para usar la cantidad minima de metal, debemos reducir al minimo el area superfi-
cial de la lata, es decir, el 4rea de la tapa, fondo y costados. El drea de la tapa y
fondo es 277 y el drea de los costados es 27rrh (vea Figura 8), de modo que el
area superficial de la lata es

S = 2w + 2mrh

El radio y altura de la lata se pueden escoger de modo que el volumen sea exac-
tamente 1 L, o 1000 cm®. Si buscamos un radio pequefio, por ejemplo r = 3, en-
tonces la altura debe ser precisamente de la altura suficiente para hacer que el vo-
lumen total sea 1000 cm’. En otras palabras, debemos tener

m(3)*h = 1000 El volumen de la lata es mr2h
1000 )
h=——=354cm Despeje h
9

Ahora que sabemos el radio y la altura, podemos hallar el area superficial de la lata:
drea superficial = 27(3)? + 27(3)(35.4) = 723.8 cm®

Si buscamos un radio diferente, podemos hallar la correspondiente altura y area
superficial en una forma similar.

N
' f 271 |
T
AcerTe h h
Py
{ r':
FIGURA 8

SOLUCION  El modelo que buscamos es una funcién que da el drea superficial de la lata.

> Expresar verbalmente el modelo
Sabemos que para una lata cilindrica

area superficial = 4rea de tapay fondo + 4rea costados

> Escoger la variable

Hay dos cantidades que varian: radio y altura. Como la funcién que buscamos depende del
radio, hacemos

r = radio de la lata

A continuacién, debemos expresar la altura en términos de r. Como el volumen de una lata
cilindrica es V = 7r*h y el volumen debe ser 1000 cm’, tenemos

7r*h = 1000 El volumen de la lata es 1000 cm?
1000

’iTI"2

h

Despeje h
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Ahora podemos expresar el drea de la tapa, fondo y costados en términos sélo de 7.

Verbalmente En algebra
Radio de la lata r

1000
Altura de la lata 2

ar
Area de tapa y fondo 27r?

P 1000
Area de costados (27rh) 27Tr( 3 )
Tr

> Establecer el modelo
El modelo es la funcién S que da el drea superficial de la lata como funcién del radio r.

area superficial = 4rea de tapay fondo 4 drea costados
1000
S(r) = 2mr* + 27Tr< 3 >
T
2000
S(r) = 2mr* + —

» Usar el modelo

Usamos el modelo para hallar el drea superficial minima de la lata. Graficamos S en la Fi-
gura 9 y hacemos acercamiento (zoom) en el punto minimo para hallar que el valor minimo
de S es alrededor de 554 cm’ y se presenta cuando el radio es de unos 5.4 cm.

1000

0 ‘ ‘ 15

2000
FIGURA 9 S(r) = 27r? + —
-

PROBLEMAS

1-18 m En estos problemas nos piden hallar una funcién que modele una situacion real.
Use los principios de modelar descritos en este Enfoqgue para ayudarse.

1. Area Un lote rectangular para construccion es tres veces mds largo que ancho. Encuentre
una funcién que modele su drea A en términos de su ancho w.

2. Area Un cartel mide 10 pulgadas mds de largo que de ancho. Encuentre una funcién que
modele su drea A en términos de su ancho w.

3. Volumen Una caja rectangular tiene base cuadrada. Su altura es la mitad del ancho de la
base. Encuentre una funcién que modele su volumen V en términos de su ancho w.

4. Volumen La altura de un cilindro es cuatro veces su radio. Encuentre una funcién que
modele el volumen V del cilindro en términos de su radio r.

5. Area Un rectdngulo tiene un perfimetro de 20 pies. Encuentre una funcién que modele su
drea A en términos de la longitud x de uno de sus lados.

6. Perimetro Un rectdngulo tiene un drea de 16 m> Encuentre una funcién que modele su
perimetro P en términos de la longitud x de uno de sus lados.




PITAGORAS (hacia 580-500 a.C.) fundd
una escuela en Croton, en el sur de Ita-
lia, dedicada al estudio de aritmética,
geometria, musica y astronomia. Los pi-
tagoricos, como se llamaron, eran una
sociedad secreta con peculiares reglas
y ritos de iniciacion. No escribieron
nada y no daban a conocer a nadie lo
que habian aprendido del maestro.
Aun cuando por ley se prohibia a las
mujeres asistir a reuniones publicas, Pi-
tagoras las permitia en su escuela 'y su
mas famosa discipula fue Theana (con
quien posteriormente se caso).

Segun Aristoteles, los pitagoricos
estaban convencidos de que “los prin-
cipios de las matematicas son los prin-
cipios de todas las cosas.” Su frase era
“Todo es un numero,” con la que que-
rian decir niUmeros enteros. La sobresa-
liente aportacién de Pitagoras es el
teorema que lleva su nombre. En un
triangulo recto, el drea del cuadrado de
la hipotenusa es igual a la suma de las
areas del cuadrado de los otros dos la-
dos.

ct=a’+ b?

El reciproco del Teorema de Pitago-
ras también es verdadero; es decir, un
tridangulo cuyos lados a, b y ¢ satisfacen
a* + b> = % es un triangulo recto.
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7. Area Encuentre una funcién que modele el area A de un tridngulo equivalente en términos
de la longitud x de uno de sus lados.

8. Area Encuentre una funcién que modele el area superficial S de un cubo en términos de su
volumen V.

9. Radio Encuentre una funcién que modele el radio r de un circulo en términos de su drea A.

10. Area Encuentre una funcién que modele el drea A de un circulo en términos de su circun-
ferencia C.

11. Area Uma caja rectangular con volumen de 60 pies’ tiene una base cuadrada. Encuentre una
funcién que modele su drea superficial S en términos de la longitud x de un lado de su base.

12

Longitud Una mujer de 5 pies de estatura esté de pie cerca de un farol que es de 12 pies
de altura, como se ve en la figura. Encuentre una funcién que modele la longitud L de su
sombra en términos de su distancia d desde la base del farol.

13. Distancia Dos barcos salen de puerto al mismo tiempo. Uno navega al sur a 15 mi/h y, el
otro, navega al este a 20 mi/h. Encuentre una funcién que modele la distancia D entre los bar-
cos en términos del tiempo ¢ (en horas) transcurrido desde su salida.

14. Producto La suma de dos nimeros positivos es 60. Encuentre una funcién que modele su
producto P en términos de x, uno de los nimeros.

15. Area Un tridngulo isésceles tiene un perimetro de 8§ cm. Encuentre una funcién que mo-
dele su drea A en términos de la longitud de su base b.

16. Perimetro Un tridngulo rectdngulo tiene un cateto del doble de largo que el otro. Encuen-
tre una funcion que modele el perimetro P en términos de la longitud x del cateto mas corto.

17. Area Un rectdngulo estd inscrito en un semicirculo de radio 10, como se muestra en la fi-
gura. Encuentre una funcion que modele el drea A del rectdngulo en términos de su altura /.

h A h

10—

18. Altura El volumen de un cono es 100 pulg.®. Encuentre una funcién que modele la altura
h del cono en términos de su radio r.
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19-32 m En estos problemas pedimos al estudiante hallar una funcién que modele una
situacion practica, y luego usar el modelo para contestar preguntas acerca de la situacion.
Use las guias de la pdgina 215 para ayudarse.

9. Maximizar un producto Considere el siguiente problema: Hallar dos nimeros cuya
suma es 19 y cuyo producto es tan grande como sea posible.

(a) Experimente con el problema, haciendo una tabla como la siguiente, que muestre el pro-
ducto de pares diferentes de nimeros que totalizan 19. Con base en la evidencia de la
tabla, estime la respuesta al problema.

(b) Encuentre una funcién que modele el producto en términos de uno de los dos niimeros.

(¢) Use su modelo para resolver el problema y compdrelo con su respuesta a la parte (a).

0. Reducir al minimo una suma Encuentre dos nimeros positivos cuya suma es 100 y
la suma de cuyos cuadrados es minima.

1. Cerca alrededor de un campo Considere el siguiente problema: Un agricultor tiene
2400 pies de malla para cercar y desea cercar un campo rectangular que bordea un rio recto.
No necesita cerca a lo largo del rio (vea la figura). ;Cudles son las dimensiones del campo de
drea maxima que él puede cercar?
(a) Experimente con el problema, trazando varios diagramas que ilustren la situacion.
Calcule el drea de cada configuracion y use sus resultados para estimar las dimensiones
del campo mads grande posible.

Primer nimero Segundo nimero Producto
1 18 18
17 34
3 16 48

(b) Encuentre una funcién que modele el drea del campo en términos de uno de sus lados.
(¢) Use su modelo para resolver el problema, y compdrelo con su respuesta a la parte (a).

2. Dividir un corral Un ranchero con 750 pies de malla para cercar desea encerrar un 4rea
rectangular, y luego dividirla en cuatro corrales con cercas paralelas a un lado del rectdngulo
(vea la figura).

(a) Encuentre una funcién que modele el drea total de los cuatro corrales.

(b) Encuentre el drea total mdxima posible de los cuatro corrales.

Cercar un terreno para jardin El duefio de una propiedad desea cercar un terreno

para jardin adyacente a un camino, como se ve en la figura. La cerca junto al camino debe ser

mds robusta y cuesta $5 por pie, pero la otra cerca cuesta s6lo $3 por pie. El jardin ha de

tener un drea de 1200 pies’.

(a) Encuentre una funcién que modele el costo de cercar el jardin.

(b) Encuentre las dimensiones del jardin que reduzcan al minimo el costo de cercar el jardin.

(c) Si el duefio tiene a lo sumo $600 para gastar en la cerca, encuentre el rango de longitudes
que puede cercar a lo largo del camino.
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24. Maximizar un area Un alambre de 10 cm de largo se corta en dos partes, una de longi-
- tud x y la otra de longitud 10 — x, como se ve en la figura. Cada pieza se dobla en forma de
cuadrado.
(a) Encuentre una funcién que modele el drea total encerrada por los dos cuadrados.
(b) Encuentre el valor de x que reduzca al minimo el area total de los dos cuadrados.

< 10 cm >
} X ‘L 10 — x

. Luz de una ventana Una ventana normanda tiene la forma de un rectdngulo rematado
por un semicirculo, como se muestra en la figura de la izquierda. Se ha de construir una ven-
tana normanda con perimetro de 30 pies.

(a) Encuentre una funcién que modele el drea de la ventana.
(b) Encuentre las dimensiones de la ventana que deje pasar la mdxima cantidad de luz.

. Volumen de una caja Se ha de construir una caja abierta por arriba, de un trozo rectan-
gular de cartén con dimensiones de 12 pulgadas por 20 pulgadas, cortando cuadrados iguales
de lado x en cada esquina y luego doblando hacia arriba los lados (vea la figura).

(a) Encuentre una funcién que modele el volumen de la caja.
(b) Encuentre los valores de x para los cuales el volumen es mayor a 200 pulg.’.
(¢) Encuentre el maximo volumen que tal caja pueda tener.

< 20 pulg.

-
X X
X X
12 pulg.
X X Ix
X X

. Area de una caja Una caja abierta con base cuadrada ha de tener un volumen de
12 pies’.
(a) Encuentre una funcién que modele el area superficial de la caja.
(b) Encuentre las dimensiones de caja que reduzcan al minimo la cantidad de material uti-
lizado.

. Rectangulo inscrito Encuentre las dimensiones que den la méxima érea para el rectdn-
gulo que se muestra en la figura. Su base estd sobre el eje x y los otros dos vértices estdn
arriba del eje x, sobre la pardbolay = 8 — x*.

YA
y=8—x?

(x,y)

[0 \ o

##29. Reducir costos al minimo  Un ranchero desea construir un corral rectangular con un

drea de 100 m”.

(a) Encuentre una funcién que modele la longitud de la cerca requerida.

(b) Encuentre las dimensiones del corral que requieran la minima cantidad de malla para
cerca.
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#30. Reducir al minimo el tiempo  Un hombre estd de pie en el punto A en la orilla de un
N rio recto, de 2 millas de ancho. Para llegar al punto B, que estd a 7 millas aguas abajo en la
orilla opuesta, él rema en su bote al punto P en la orilla opuesta y luego camina la distancia x
restante hasta B, como se muestra en la figura. Ahora ya puede remar a una velocidad de

2 millas/h y caminar a una velocidad de 5 millas/h.

(a) Encuentre una funcién que modele el tiempo necesario para el viaje.

(b) ;Donde debe desembarcar para llegar a B tan pronto como sea posible?

Vuelo de pajaro Se suelta un ave desde el punto A en una isla, a 5 millas del punto B
mas cercano en una orilla recta. El ave vuela al punto C en la orilla y luego vuela a lo largo
de la orilla a su zona de anidar D (vea la figura). Suponga que el ave requiere 10 kcal/milla
de energia para volar sobre tierra y 14 kcal/milla para volar sobre el agua.

(a) Use el dato de que

energia empleada = energia por milla X millas de vuelo
para demostrar que el total de energia empleada por el ave estd modelada por la funcién
E(x) = 14Vx* + 25 + 10(12 — x)

(b) Si el ave instintivamente escoge una trayectoria que reduce al minimo su gasto de ener-
gia, ;a qué punto vuela?

s 32, Area de una cometa El bastidor de una cometa se ha de construir con seis piezas de
N madera. Las cuatro piezas que forman su borde han sido cortadas a las longitudes indicadas
en la figura. Sea x como se muestra en la figura.

(a) Demuestre que el drea de la cometa estd dada por la funcién

Ax) = x(V25 — x> + V144 — x?)

(b) (Cual debe ser la longitud de los dos travesailos para hacer maxima el drea de la cometa?
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ENFOQUE SOBRE MODELADO

Ajuste de datos a curvas con
funciones polinomiales

Las funciones definidas por expresiones de polinomios se denominan funciones
polinomiales. Las graficas de funciones polinomiales pueden tener numerosos
picos y valles; esto las hace modelos apropiados para muchas situaciones practi-
cas. Por ejemplo, la propietaria de una fébrica observa que si ella aumenta el nu-
mero de trabajadores, aumenta la productividad, pero si hay demasiados trabaja-
dores entonces la productividad empieza a disminuir. Esta situacion estd
modelada por una funcién polinomial de grado 2 (una funcién cuadrética).
Como otro ejemplo, cuando se golpea un balén de volibol, éste primero sube y
luego baja, siguiendo una trayectoria que también estd modelada por una fun-
cién cuadrética. Las graficas de funciones polinomiales son curvas sin irregulari-
dades que se usan para disefiar muchas cosas. Por ejemplo, los disefiadores de
botes de vela unen partes de las grificas de diferentes funciones cubicas (llama-
das curvas paramétricas) para hacer las curvas del casco de un bote de velas.
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3.1 FUNCIONES Y MODELOS CUADRATICOS

Las expresiones de polinomios estdn
definidas en la Seccién 1.3.

Para una definicién geométrica de pa-
rabolas, vea la Seccion 11.1.

Graficar funciones cuadraticas usando la forma normal P Valores maximo y
minimo de funciones cuadraticas » Modelado con funciones cuadrdticas

Una funcién polinomial es una funcién que estd definida por una expresién con polinomios.
Entonces una funcién polinomial de grado n es una funcion de la forma

P(x) = ax"+ a, x" '+ -+ ax + a
Ya hemos estudiado funciones polinomiales de grados 0 y 1. Estas son funciones de la

forma P(x) = ay y P(x) = ax + ay, respectivamente, cuyas gréficas son rectas. En esta sec-
cion estudiamos funciones de grado 2 que reciben el nombre de funciones cuadréticas.

FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcion cuadratica es una funcién polinomial de grado 2. Entonces, una
funcion cuadratica es una funcién de la forma

f(x) = ax* + bx + c, a#0

Vemos en esta seccion la forma en que las funciones cuadréticas modelan muchos fenéme-
nos reales. Empecemos por analizar las graficas de funciones cuadraticas.

V Graficar funciones cuadraticas usando la forma normal

Si tomamos @ = 1y b = ¢ = 0 en la funcién cuadrtica f(x) = ax* + bx + ¢, obtenemos
la funcién cuadrética f(x) = x% cuya gréfica es la pardbola graficada en el Ejemplo 1 de la
Seccidn 2.2. De hecho, la grifica de cualquier funcién cuadrética es una parabola; puede
obtenerse de la grafica de f(x) = x” por las transformaciones dadas en la Seccién 2.5.

FORMA NORMAL DE UNA FUNCION CUADRATICA
Una funcién cuadrética f(x) = ax? + bx + c puede expresarse en la forma normal
f(x) =alx — h)? + k

completando el cuadrado. La gréfica de f es una pardbola con vértice (A, k); la
pardbola abre hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo sia < 0.

yA YA

Vértice (b, k)

g J
i /‘\
"~ Vértice (1, k) ;
0 h X
0 X

h
fx)=alx —h?>+k a>0 fx)=alx—h>+k a<0

EJEMPLO 1 | Forma normal de una funcidn cuadrética

Sea f(x) = 2x* — 12x + 23.
(a) Exprese fen forma normal. (b) Trace la grafica de f.



Completar el cuadrado se estudia en la
Seccién 1.5.

f(x)

=2x—3)>2+5

El vértice es (3,5)
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SOLUCION

(a) Como el coeficiente de x* no es 1, debemos factorizar este coeficiente de los términos
que contienen x antes de completar el cuadrado.

flx) =2x* — 12x + 23

=2(x* — 6x) + 23 Factorice 2 de los términos en x

— 2(x2 — 6x + 9) +23-2.9 Complf:te e'l Cuzlqradoz sume 9 dentro
de paréntesis, reste 2 - 9 fuera

=2(x—3)*+5 Factorice y simplifique

La forma normal es f(x) = 2(x — 3)* + 5.

(b) La forma normal nos dice que obtenemos la grifica de f al tomar la pardbola y = x?,
desplazdndola 3 unidades a la derecha, alargandola en un factor de 2 y moviéndola
5 unidades hacia arriba. El vértice de la pardbola estd en (3, 5), y la pardbola abre hacia
arriba. Alargamos la gréfica de la Figura 1 observando que el punto de interseccién en

yes f(0) =

flx)=2(x—=3)%*+5

Vértice (3, 5)

| | | |
T T T T T T T >

0] 3 X
FIGURA 1
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 13 [ |

V Valores maximo y minimo de funciones cuadraticas

Si una funcién cuadritica tiene vértice (h, k), entonces la funcién tiene un valor minimo en
el vértice si su grafica abre hacia arriba y valor maximo en el vértice si su grafica abre hacia
abajo. Por ejemplo, la funcién graficada en la Figura 1 tiene valor minimo 5 cuando x = 3,
porque el vértice (3, 5) es el punto mds bajo en la grafica.

VALOR MAXIMO O MiNIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA

Sea f una funcién cuadrética con forma estindar f(x) = a(x — h)* + k. El
valor maximo o minimo de f ocurre en x = A.

Sia > 0, entonces el valor minimo de fes f(h) = k.

Sia < 0, entonces el valor maximo de fes f(h) = k.

VA VA
Maximo
k =+
k —+
Minimo
‘ 0
0 h x / \

f(x)=alx —h?+ka>0 fx)=alx—h?+ka<0
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Valor

4 minimo 4
0 3 X
FIGURA 2
Yhi1 9
5

) Valor maximo %

[T

FIGURA 3 Grifica de
fix) = —x*+x+2

X

EJEMPLO 2 | Valor minimo de una funcién cuadratica
Considere la funcién cuadratica f(x) = 5x* — 30x + 49.

(a) Exprese fen forma normal.

(b) Trace la grafica de f.

(¢) Encuentre el valor minimo de f.

SOLUCION

(a) Para expresar esta funcién cuadritica en forma normal, completamos el cuadrado.
f(x) = 5x* — 30x + 49

=5(x* — 6x) + 49 Factorice 5 de términos en x

Complete el cuadrado: sume 9
dentro de paréntesis, reste 5 - 9 fuera

=5x*—6x+9)+49 —5-9
=5x—-3)+4 Factorice y simplifique

(b) La grifica es la pardbola que tiene su vértice en (3, 4) y abre hacia arriba, como se ve
en la Figura 2.

(¢) Como el coeficiente de x* es positivo, f tiene un valor minimo. El valor minimo es
fB3) =4

& _ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 25 |

EJEMPLO 3 | Valor maximo de una funcién cuadratica

Considere la funcién cuadrdtica f(x) = —x* + x + 2.
(a) Exprese fen forma normal.
(b) Trace la gréfica de f.

(¢) Encuentre el valor mdximo de f.
SOLUCION
(a) Para expresar esta funcién cuadrética en forma normal, completamos el cuadrado.

fx)=—=x*+x+2

—()c2 —x)+2 Factorice —1 de los términos en x

Complete el cuadrado: Sume j dentro
de paréntesis, reste (— 1) fuera

—(—x D) 2 (-1
= —(x - %)2 + % Factorice y simplifique

(b) De la forma normal vemos que la gréfica es una parabola que abre hacia abajo y tiene
vértice (% %). Como ayuda para trazar la gréafica, encontramos los puntos de intersec-
cién. El punto de interseccion en y es f(0) = 2. Para hallar los puntos de interseccién
en x, hacemos f(x) = 0 y factorizamos la ecuacién resultante.

—x>+x+2=0 Haga y=0
X=x—-2=0 Multiplique por -1
x=2)x+1)=0 Factorice

Asi, los puntos de interseccién en x son x = 2y x = —1. La gréfica de f se traza en la

Figura 3.

(¢) Como el coeficiente de x* es negativo, f tiene un valor méximo, que es f(%) = %.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

Expresar una funcién cuadrética en forma normal nos ayuda a trazar su grafica asi como
a hallar su valor mdximo o minimo. Si estamos interesados en hallar el valor maximo o
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minimo, entonces existe una féormula para hacerlo. Esta formula se obtiene completando el
cuadrado para la funcién cuadrética general como sigue:

f(x) = ax*+ bx + ¢

b
a <x2 +—x ] +c Factorice a de los términos en x
a

5

b
Complete el cuadrado: sume —;

b b? b* ta’
- 2, 9 o _ . e e
=alx"t-—x+t— ] +tc—a 5 dentro de paréntesis, reste

a 4a 4a 2

b
a<f,> fuera

b 2 bz 4a-

=alx+— ) +c—— Factorice
( 2a ) 4a
Esta ecuacién estd en forma normal con h = —b/(2a) y k = ¢ — b*/(4a). Como el valor

maximo o minimo se presenta en x = h, tenemos el siguiente resultado.

VALOR MAXIMO O MiNIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA

El valor mdximo o minimo de una funcién cuadrética f(x) = ax* + bx + ¢
se presenta en

X = —

Si a > 0, entonces el valor minimo es f (

“\w N‘w Q|
~

Si a < 0, entonces el valor maximo es f(

EJEMPLO 4 | Hallar valores maximo y minimo de funciones
cuadraticas

4 Encuentre el valor maximo o minimo de estas funciones cuadraticas.
(@) f(x) =x* + 4x (b) glx) = —2x* +4x — 5
) SOLUCION

(a) Esta es una funcién cuadrdtica con a = 1 y b = 4. Entonces, el valor mdximo o mi-
nimo se presenta en

_ = =—-——"= -2
6 R Y

El valor minimo
ocurre en x = —2. Como a > 0, la funcion tiene el valor minimo.

f(-2) = (-2 + 4(-2) = ~4

1 (b) Esta es una funcién cuadrética con a = —2 y b = 4. Entonces, el valor maximo o mi-
O L A nimo se presenta en
T T T T b 4 1

X = — =
2a 2:(=2)
Como a < 0, la funcidn tiene el valor mdximo

6 f(1) = =2(1)*+4(1) = 5= -3

El valor médximo * _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 33 Y 35 ]

ocurre en x = 1.
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15

40

El rendimiento maximo
ocurre a 42 mi/h.

70

Funciones polinomiales y racionales

V¥ Modelado con funciones cuadraticas

Estudiamos algunos ejemplos de fendmenos reales que son modelados por funciones
cuadraticas. Estos ejemplos y los ejercicios de Aplicacion para esta secciéon presentan
parte de la variedad de situaciones que de manera natural son modelados por funciones
cuadraticas.

EJEMPLO 5 | Rendimiento méaximo en kilometraje de un auto

La mayor parte de los autos dan su mejor rendimiento en kilometraje cuando corren a una
velocidad relativamente baja. El rendimiento M para cierto auto nuevo estd modelado por la
funcién

1
M(s) = —gs2+3s—31, 15=5s=70

donde s es la rapidez en mi/h y M se mide en mi/gal. ;Cudl es el mejor rendimiento del auto
y a qué velocidad se obtiene?

SOLUCION  La funcién M es una funcién cuadrdtica con @ = —5 y b = 3. Entonces,
su valor maximo ocurre cuando

b 3

2 2(—4)

s =

El méximo es M(42) = —%(42)* + 3(42) — 31 = 32. Por lo tanto, el mejor rendi-
miento del auto es de 32 mi/gal, cuando estd corriendo a 42 mi/h.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 67 |

EJEMPLO 6 | Maximizar ingresos por venta de boletos

Un equipo de hockey juega en una cancha que tiene capacidad para 15,000 espectadores.
Con el precio del boleto a $14, el promedio de asistencia en juegos recientes ha sido de
9500. Un estudio de mercado indica que por cada ddlar que baje el precio del boleto, el
promedio de asistencia aumenta en 1000.

(a) Encuentre una funcién que modele el ingreso en términos del precio de boletos.
(b) Encuentre el precio que lleve al maximo el ingreso por venta de boletos.

(¢) (Qué precio del boleto es tan alto que nadie asiste y por lo tanto no se generan ingresos?

SOLUCION

(a) Exprese verbalmente el modelo. El modelo que buscamos es una funcién que dé el
ingreso para cualquier precio del boleto.

ingreso = precio del boleto X asistencias

Escoja la variable. Hay dos cantidades que varfan: precio del boleto y asistencia.
Como la funcién que buscamos depende del precio, hacemos

x = precio del boleto

A continuacién, expresamos la asistencia en términos de x.

Verbalmente En algebra
Precio del boleto X

Cantidad que baja precio del boleto 14 — x

Aumento en asistencia 1000(14 — x)

Asistencia 9500 + 1000(14 — x)



150,000

25

0

La asistencia maxima ocurre cuando
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Establezca el modelo. EI modelo que buscamos es la funcién R que da el ingreso
para un determinado precio de boleto x.

ingreso = precio del boleto X asistencias

R(x) = x X [9500 + 1000(14 — x)]
R(x) = x(23,500 — 1000x)
R(x) = 23,500x — 1000x?
(b) Use el modelo. Como R es funcién cuadrética con a = —1000 y b = 23,500, el

maximo ocurre en

b 23,500
X= = =[] 75
2 2(—1000)

Por lo tanto, el precio de boleto de $11.75 da el mdximo ingreso.
(¢) Use el modelo. Deseamos hallar el precio del boleto por el que R(x) = 0.
23,500x — 1000x? = HagaR(x) =0
23.5x —x*=0  Dividaentre 1000
x(235-x)=0 Factorice
x=0 o x=235 Despeje x

Por lo tanto, de acuerdo con este modelo, el precio del boleto de $23.50 es simple-
mente demasiado alto; a ese precio, nadie va a ver jugar a su equipo. (Desde luego, el
ingreso también es cero si el precio del boleto es cero.)

el precio del boleto es $11.75. “ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 77 |
3.1 EJERCICIOS
CONCEPTOS yf(3) = ____es el valor (minimo/maximo)
de f.

1. Para poner la funcién cuadratica f(x) = ax’ + bx + ¢ en forma

normal, completamos el

2. La funcién cuadrética f(x) = a(x — h)* + k estd en forma nor- HABILIDADES
mal. 5-8 m Nos dan la gréfica de una funcién cuadritica f. (a) Encuentre
(a) La gréfica de fes una pardbola con vértice (__, ). lgs coordenadas del vértice. (b) Er}cuentre el valor maximo o mi-
nimo de f. (¢) Encuentre el dominio y rango de f.
(b) Sia > 0, la grifica de f abre hacia . En este caso .
5. f(x) = —x*+6x—5 6. f(x) = —5x* —2x+6
Sf(h) = k es el valor de f.
(¢) Sia <0, la grifica de f abre hacia . En este caso Y Y
f(h) = k es el valor de f. // A
. La grafica de f(x) = —2(x — 3)* + 5 es una pardbola que abre / 5 \
hacia ,consu vérticeen (___, ),y / \
fQ3) = es el valor (minimo/maximo)____de f. ] / \ / \\
. La grifica de f(x) = —2(x — 3)* + 5 es una pardbola que abre [
0l h X J/ 0] 1 X
hacia ,con su vérticeen (___, ), ! \ / \
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7. f(x) =2x* —4x — 1

8.

flx) =3x* + 6x — 1

49-50 m Nos dan una funcion cuadratica. (a) Use una calculadora
graficadora para hallar el valor madximo o minimo de la funcién

y y cuadratica f, correcta a dos lugares decimales. (b) Encuentre el valor
\ | | | exacto mdximo o minimo de f, y compdrelo con su respuesta de la
\\ II \\ ’ parte (a).
Ut . 49. f(x) = x> + 1.79x — 321
0 0 X 50. f(x) =1+ x— V2x?
\ 51-54 m Encuentre todos los valores maximo y minimo de la fun-
cién cuya gréfica se muestra.
51. | y 52. y
9-22 m Nos dan una funcién cuadratica. (a) Exprese la funcién \ /
cuadrdtica en forma normal. (b) Encuentre su vértice y su(s) 1 1
punto(s) de interseccion x y y. (¢) Trace su grafica. 5 3
9. f(x) = x*> — 6x 10. f(x) = x> + 8« * / \ *
11. f(x) = 2x* + 6x 12. f(x) = —x* + 10x [ \
SA3 fx) =x*+4x+3 4. f(x) =x>—2x+2 [
15. f(x) = —x* + 6x + 4 16. f(x) = —x* —4x + 4
17. f(x) =2x* + 4x + 3 18. f(x) = —3x* + 6x — 2 53. YA 54. y
19. f(x) =2x* = 20x + 57  20. f(x) =2x"+x—6
21 f(x) = —4x* — 16x+ 3 22, f(x) =61 + 12x — 5 /N /
1 1
0 |
23-32 m Nos dan una funcién cuadrética. (a) Exprese la funcién \ L \ X 0 X
cuadrética en forma normal. (b) Trace su gréifica. (¢) Encuentre su / \ l
valor mdximo o minimo. \ I
23, f(x) =2 + 25 — 1 24, f(x) = x> — 8x + 8 \ /
® 25 f(x) =3x*—6x+ 1 26. f(x) = 5x% + 30x + 4
©27. f(x) = —x*—3x+3 28. f(x) =1—6x—x? #%] 55-62 m Encuentre los valores maximo y minimo locales de la fun-
29. g(x) = 32> — 12x + 13 30. g(x) = 22> + 8x + 11 cién y el valor de x en el que se pre§enta cada uno. Exprese cada
respuesta correcta a dos lugares decimales.
3L A(x)=1—-x—x? 32. h(x) =3 — dx — 4x?
55. f(x) =x* —x
33-42 m Encuentre el valor maximo o minimo de la funcién. 56. f(x) =3 +x+x*—x°
®33 fx)=x*+x+1 3. fx) =1+3x—x? 57. g(x) = x* — 2x3 — 11x?
®.35. f(t) = 100 — 49t — 71 36. f(t) = 10> + 40t + 113 58. g(x) = x° — 8x* + 20x
37. f(s) = s* — 1.2s + 16 38. g(x) = 100x* — 1500x 59. U(x) = xV6 — x
2 — o\ r _ 2
30.hx) =47+ 2w =6 0 f¥) = 5 2047 60. Ulx) = xVx = x
1 —x?
41. f(x) =3 —x — ¥ 42. g(x) = 2x(x — 4) + 7 61 V(x) = —3
1
. . ) Y 62. V(x) =
43. Encuentre una funcién cuya grafica es una parabola con vértice 2 +x+1
(1, —2) y que pasa por el punto (4, 16).
44. Encuentre una funcidn cuya grafica es una pardbola con vértice
3,4 ue pasa por el punto (1, —8).
(-9 que pasa por el punto (1. =8) APLICACIONES
45-48 m Encuentre el dominio y rango de la funcién. 63. Altura de una pelota Si una pelota es lanzada directa-
45. f(x) = —x* + 4x — 3 46. f(x) = x* — 2x — 3 mente hacia arriba con una velocidad de 40 pies/s, su altura (en

47. f(x) = 2x* + 6x — 7

pies) después de ¢ segundos estd dada por y = 40t — 162, ;Cudl

48. f(x) = =3x + 6x + 4 es la altura méxima alcanzada por la pelota?



64.

65.

66.

* 67.

68.

69.

Trayectoria de un balén Un balén es lanzado por un
campo desde una altura de 5 pies sobre el suelo, a un dngulo de
45° con la horizontal, a una velocidad de 20 pies/s. Puede dedu-
cirse por principios fisicos que la trayectoria del balon estd mo-
delada por la funcién

32

T+ x+5
(20)2)6 X

y=-

donde x es la distancia en pies que el balon ha recorrido hori-

zontalmente.

(a) Encuentre la mdxima altura alcanzada por el balén.

(b) Encuentre la distancia horizontal que el balén ha recorrido
cuando cae al suelo.

5 pieTs"Il :? E

Ingresos Un fabricante encuentra que el ingreso generado
por vender x unidades de cierta mercancia estd dado por la fun-
cién R(x) = 80x — 0.4x%, donde el ingreso R(x) se mide en déla-
res. ;Cudl es el ingreso mdximo, y cudntas unidades deben fa-
bricarse para obtener este maximo?

Ventas Un vendedor de bebidas gaseosas en una conocida
playa analiza sus registros de ventas y encuentra que si vende x
latas de gaseosa en un dia, su utilidad (en délares) esta dada por

P(x) = —0.001x* + 3x — 1800

(Cudl es su utilidad mdxima por dia, y cudntas latas debe ven-
der para obtener una utilidad médxima?

Publicidad La efectividad de un anuncio comercial por tele-
visién depende de cudntas veces lo ve una persona. Después de
algunos experimentos, una agencia de publicidad encontr6 que
si la efectividad E se mide en una escala de 0 a 10, entonces

E(n) = 3n = gon

donde 7 es el nimero de veces que una persona ve un anuncio
comercial determinado. Para que un anuncio tenga maxima
efectividad, ;cudntas veces debe verlo una persona?

Productos farmacéuticos Cuando cierto medicamento
se toma oralmente, la concentracion de la droga en el torrente
sanguineo del paciente después de # minutos estd dada por

C(f) = 0.06t — 0.0002¢*, donde 0 < ¢ = 240 y la concentracién se
mide en mg/L. ;Cudndo se alcanza la maxima concentracién de
suero, y cudl es esa mdxima concentracion?

Agricultura El nimero de manzanas producidas por cada
arbol en una huerta de manzanos depende de la densidad con
que estén plantados los drboles. Si n drboles se plantan en un
acre de terreno, entonces cada drbol produce 900 — 91 manza-
nas. Por lo tanto, el niimero de manzanas producidas por acre es

A(n) = n(900 — 9n)
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(Cudntos darboles deben plantarse por acre para obtener la
maxima produccién de manzanas?

70. Agricultura En cierto vifiedo se encuentra que cada una de
las vides produce unas 10 libras de uvas en una temporada
cuando unas 700 vides estdn plantadas por acre. Por cada vid
individual que se planta, la produccién de cada vid disminuye
alrededor de 1 por ciento. Por lo tanto, el nimero de libras de
uvas producidas por acre estd modelado por

A(n) = (700 + n)10 — 0.01n)

donde n es el nimero de vides adicionales. Encuentre el ndmero
de vides que deben plantarse para llevar al mdximo la produc-
cién de uvas.

71-74 m Use las féormulas de esta seccién par dar una solucién al-
ternativa al problema indicado en Enfoque en el modelado: Mode-
lado con funciones en las paginas 220-221.

71. Problema 21 72. Problema 22
73. Problema 25 74. Problema 24

75. Cercar un corral para caballos Carol tiene 2400 pies de
cerca para cercar un corral rectangular para caballos.
(a) Encuentre una funcién que modele el drea del corral en tér-
minos del ancho x del corral.
(b) Encuentre las dimensiones del rectangulo que lleve al
méximo el drea del corral.

76. Hacer un canal para agua de lluvia Un canal para
agua llovediza se forma doblando hacia arriba los lados de una
ldmina metdlica rectangular de 30 pulgadas de ancho, como se
ve en la figura.

(a) Encuentre una funcién que modele el drea de seccion trans-
versal del canal en términos de x.

(b) Encuentre el valor de x que lleve al mdximo el drea de sec-
cion transversal del canal.

(¢) ;Cual es la mdxima drea de seccion transversal del canal?

X

X

T T e

______ — pulg.
““““ _/LJ
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Interés compuesto ;Cuil de las tasas dadas y periodos de (b) Trace una gréfica de A(f).
capitalizacién darfan la mejor inversion? (¢) Use la grifica de A() para determinar cuéndo esta inversién
(@) 2)% al afio, capitalizado semestralmente ascenderd a $25.,000.

(b) 24% al afio, capitalizado mensualmente
(¢) 2% al afio, capitalizado continuamente

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION
Interés compuesto ;Cuil de las tasas de interés dadas y

perfodos de capitalizacion darfan la mejor inversién? #/38. La definicién de e Ilustre la definicién del nimero ¢ al
graficar la curvay = (1 + 1/x)' y larectay = €' en la misma

| . .
(a) 55% al afio, capitalizado semestralmente pantalla, usando el rectdngulo de vista [0, 40] por [0, 4].

(b) 5% al afio, capitalizado continuamente

. Inversion Una suma de $5000 se invierte a una tasa de inte-

rés del 9% al afio, capitalizado continuamente.
(a) Encuentre el valor A(f) de la inversién después de ¢ afios.

4.3 FUNCIONES LOGARITMICAS

Funciones logaritmicas P> Graficas de funciones logaritmicas » Logaritmos
comunes P> Logaritmos naturales

En esta seccion estudiamos las inversas de funciones exponenciales.

VA
/f(x) = a",
a>1 . ’ .
V Funciones logaritmicas

Toda funcién exponencial f(x) = a*, cona > 0y a # 1, es una funcién biunivoca por la
Prueba de la Recta Horizontal (vea Figura 1 para el caso a > 1) y por tanto tiene una funcién
A inversa. La funcién inversa f ' se denomina funcién logaritmica con base a 'y se denota con

= 0 > log,. Recuerde de la Seccién 2.6 que ' estd definida por
X
-1 — —
FIGURA 1 f(x) = a'es biunivoca. f7x) =y e fO) =«
Esto lleva a la siguiente definicién de la funcién logaritmica.
DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMICA
Sea a un nimero positivo con a # 1. La funcién logaritmica con base a,
denotada por log,, estd definida por
Leemos log,x = y como “el log base a log,x=y & dad=x
de xesy”.
Por lo tanto, log, x es el exponente al cual la base a debe ser elevado para obtener x.

Por tradicion el nombre de la funcién
logaritmica es log,, no sélo una letra.

Cuando usamos la definicién de logaritmos para pasar entre la forma logaritmica
log, x = y y la forma exponencial a® = x, es ttil observar que, en ambas formas, la base
es la misma:

También, por lo general omitimos los

paréntesis en la notacién de funcién y
escribimos

Forma logaritmica Forma exponencial
log,(x) = log, x
Exponente Exponente

log,.x =y a’

Base Base
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EJEMPLO 1 Formas logaritmicas y exponenciales

Las formas logaritmicas y exponenciales son ecuaciones equivalentes: si una es verdadera,
también lo es la otra. Por lo tanto, podemos pasar de una forma a la otra como en las si-
guientes ilustraciones.

Forma logaritmica Forma exponencial
log,, 100,000 = 5 10° = 100,000
10g28l= 3 23 = 8l
log,(}) = -3 23=1
logss =r "=y
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

Es importante entender que log,x es un exponente. Por ejemplo, los nimeros de la co-
lumna derecha de la tabla del margen son los logaritmos (base 10) de los nimeros de la

¥ log,ox columna izquierda. Este es el caso para todas las bases, como ilustra el siguiente ejemplo.
10! 4 EJEMPLO 2 | Evaluacién de logaritmos
10 3
10? 2 (a) log,,1000 =3 porque 103 = 1000
lﬂ é () log,32 =5 porque 25 =32
10! -1 (¢) log,,0.1 = —1 porque 10°'=0.1
1072 -2 (d) log;s4 =3 porque 16'* =4
1077 -3
1074 —4 © _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 7Y 9 [

Cuando aplicamos la Propiedad de la Funcién Inversa descrita en la pagina 201 a f(x) =
a'y f(x) = log,x, obtenemos
Propiedad de la Funcién Inversa:
log,(a*) = x, xER

£ = x |
, a%” = x, x>0

ff () = x

Hacemos una lista de éstas y otras propiedades de logaritmos que estudiamos en esta
seccion.

PROPIEDADES DE LOGARITMOS
Propiedad Razoén
1. log,1 =0 Debemos elevar a a la potencia () para obtener 1.
2. log,a =1 Debemos elevar a a la potencia 1 para obtener a.
3. log,a* = x Debemos elevar a a la potencia x para obtener a*.
4, g = x log, x es la potencia a la que a debe elevarse para obtener x.

EJEMPLO 3 | Aplicar propiedades de logaritmos
Tustramos las propiedades de logaritmos cuando la base es 5.
logs1 =0 Propiedad 1 logs5 =1 Propiedad 2

logs5®% = 8 Propiedad 3 sloss12 = 12 Propiedad 4

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 19Y 25 |
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gy Yy=aha>1 V Graficas de funciones logaritmicas

1 Recuerde que si una funcién biunivoca f tiene dominio A y rango B, entonces su funcién
inversa f ' tiene dominio B y rango A. Como la funcién exponencial f(x) = a* con a # 1
tiene dominio R y rango (0, 0o), concluimos que su funcién inversa, f~'(x) = log,x, tiene
T dominio (0, co) y rango R.

1 Y = log, x La grafica de f '(x) = log,x se obtiene al reflejar la grafica de f(x) = a*en larectay = x.
_/ La Figura 2 muestra el caso a > 1. El hecho de que y = a* (para @ > 1) sea una funcién
— ] —— > muy rdpidamente creciente para x > 0 implica que y = log,x es una funcién muy répida-

1 mente creciente para x > 1 (vea Ejercicio 92).
Como log, 1 = 0, el punto de interseccién x de la funcién y = log,x es 1. El eje y es una

. asintota vertical de y = log,x porque log,x — —oo cuando x — 0",

FIGURA 2 Grifica de la funcion lo- EJEMPLO 4 | Graficar una funcién logaritmica localizando
garitmica f{ix) = log,x puntos

Trace la gréfica de f(x) = log, x.

SOLUCION  Para hacer una tabla de valores, escogemos los valores x que sean poten-
cias de 2 para que podamos facilmente hallar sus logaritmos. Localizamos estos puntos y
los enlazamos con una curva sin irregularidades como en la Figura 3.

x log,x 74
23 3 |
22 2
2 1
1 0
27! -1
272 -2
273 -3
274 —4
FIGURA 3
© [ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 41 |

La Figura 4 muestra las graficas de la familia de funciones logaritmicas con bases 2, 3,
5y 10. Estas gréficas se trazan al reflejar las graficasde y = 2,y = 3%,y = 5"y y = 10"
(vea Figura 2 en la Seccién 4.1) en la recta y = x. También podemos localizar puntos como
ayuda para trazar estas graficas, como se ilustra en el Ejemplo 4.

YA
y = log, x
y = log; x
1+ y = logs x
y = log;p x
0 l T T T x

FIGURA 4 Familia de funciones
logaritmicas
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LAS MATEMATICAS EN
EL MUNDO MODERNO

e

© Bettmann/CORBIS

m S

© Hulton-Deutsch
Collection/CORBIS

Aplicacion de la ley

Las matematicas ayudan a la aplicacion
de la ley en numerosas y sorprenden-
tes formas, desde la reconstruccion de
trayectorias de balas hasta determinar
el tiempo de una muerte, para calcular
la probabilidad de que una muestra de
ADN sea de una persona en particular.
Un uso interesante esta en la busqueda
de personas desaparecidas. Una per-
sona que haya estado desaparecida
durante anos podria verse muy dife-
rente respecto de su mas reciente foto-
grafia disponible. Esto es particular-
mente cierto si la persona desaparecida
es un nino. jAlguna vez se ha pregun-
tado usted como se vera dentro de 5,
10 0 15 afos?

Unos investigadores han hallado
que diferentes partes del cuerpo cre-
cen mas rapido que otras. Por ejemplo,
sin duda usted ha observado que la ca-
beza de un bebé es mucho més grande
con respecto a su cuerpo que la cabeza
de un adulto. Como otro ejemplo, la re-
lacién entre la longitud del brazo de
una persona y la estatura de ésta es §
en un niio pero alrededor de Zenun
adulto. Al recolectar datos y analizar
graficas, los investigadores pueden de-
terminar las funciones que modelan el
crecimiento. Al igual que en todos los
fendmenos de crecimiento, las funcio-
nes exponenciales y logaritmicas des-
empenan una funciéon de importancia
decisiva. Por ejemplo, la formula que
relaciona la longitud / de un brazo con
la estatura h es | = ae*” donde a'y k son
constantes. Estudiando varias caracte-
risticas fisicas de una persona, bilogos
matematicos modelan cada una de las
caracteristicas con una funcién que
describe la forma en que cambian con
el tiempo. Los modelos de caracteristi-
cas del rostro se pueden programar en
una computadora para dar una imagen
de como cambia con el tiempo la apa-
riencia de una persona. Estas imagenes
ayudan a departamentos de aplicacion
de la ley para localizar a personas ex-
traviadas.

En los siguientes dos ejemplos graficamos funciones logaritmicas empezando con las
gréficas bésicas de la Figura 4 y usando las transformaciones de la Seccién 2.5.

EJEMPLO 5 | Reflejar graficas de funciones logaritmicas
Trace la gréfica de cada funcidn.

(@ g(x) = ~log, x

(b) h(x) = log, (—x)

SOLUCION

(a) Empezamos con la grifica de f(x) = log, x y la reflejamos en el eje x para obtener la
grifica de g(x) = —log, x en la Figura 5(a).

(b) Empezamos con la grifica de f(x) = log, x y la reflejamos en el eje y para obtener la
grifica de A(x) = log, (—x) en la Figura 5(b).

+1 f(x) = log, x

FIGURA 5
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 55 |

EJEMPLO 6 | Desplazar graficas de funciones logaritmicas
Encuentre el dominio de cada funcién y trace la grafica.

(@) g(x) = 2 + logs x

(b) A(x) =logy(x — 3)

SOLUCION

(a) La gréfica de g se obtiene de la grifica de f(x) = logs x (Figura 4) al desplazar hacia

arriba 2 unidades (vea Figura 6). El dominio de fes (0, 00).

yA

31 g(x) =2 + logs x

FIGURA 6

(b) La gréfica de h se obtiene de la grafica de f(x) = log,, x (Figura 4) al desplazar a la de-
recha 3 unidades (vea Figura 7). La recta x = 3 es una asintota vertical. Como log;, x
estd definido sé6lo cuando x > 0, el dominio de i(x) = log;, (x — 3) es

{x[x=3>0} ={x|x>3}=(3,00)
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JOHN NAPIER (1550-1617) fue un te-
rrateniente escocés para quien las ma-
temdticas eran un pasatiempo favorito.
Hoy lo conocemos por su invencién
clave: los logaritmos, que él publicé en
1614 bajo el titulo de A description of
the Marvelous Rule of Logarithms (Una
descripcion de la Maravillosa Regla de
los Logaritmos). En la época de Napier,
los logaritmos eran utilizados exclusi-
vamente para simplificar complicados
calculos. Por ejemplo, para multiplicar
dos numeros grandes, los escribiriamos
como potencias de 10.Los exponentes
son simplemente los logaritmos de los
numeros. Por ejemplo,

4532 X 57,783
~ 10365629 5 1476180

1 08.41 809

~ 261,872,564

La idea es que multiplicar potencias
de 10 es facil (sélo sumamos sus expo-
nentes). Napier produjo extensas tablas
que dan los logaritmos (o exponentes)
de numeros. Desde el advenimiento de
calculadoras y computadoras, los loga-
ritmos ya no se usan para este propo-
sito, pero las funciones logaritmicas
han encontrado numerosas aplicacio-
nes, algunas de las cuales se describen
en este capitulo.

Napier escribié sobre innumerables
temas. Una de sus obras mas pintores-
cas es un libro titulado A Plaine Disco-
very of the Whole Revelation of Saint
John, en el que predijo que el mundo
se acabaria en el afno 1700.
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YA Asintota

_ |
1+ x=3 } f(x) = logy x
|

h(x) = log,e(x — 3)

| | |
T T T

X

\
\
\ 4
\
\
\
\

FIGURA 7

® _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 53 Y 57 |

V Logaritmos comunes

Ahora estudiamos logaritmos con base 10.

LOGARITMO COMUN

El logaritmo comiin con base 10 se llama logaritmo comiin y se denota omitiendo
la base:

log x = log;px

De la definicion de logaritmos podemos facilmente hallar que

log 10 =1 y log 100 = 2

Pero ;como definimos log 50?7 Necesitamos hallar el exponente y tal que 10" = 50. Clara-
mente, 1 es demasiado pequeno y 2 es demasiado grande. Por lo tanto
1 <logs50<2

Para obtener una mejor aproximacién, podemos experimentar para hallar una potencia de
10 més cercana a 50. Por fortuna, las calculadoras cientificas estdn equipadas con una tecla
que directamente da valores de logaritmos comunes.

EJEMPLO 7 | Evaluar logaritmos comunes

Use calculadora para hallar valores apropiados de f(x) = log x y utilice los valores para
trazar la gréfica.

SOLUCION Hacemos una tabla de valores, usando una calculadora para evaluar la
funcién en aquellos valores de x que no sean potencias de 10. Localizamos esos puntos y
los enlazamos con una curva sin irregularidades como en la Figura 8.

YA

x log x

0.01 -2

0.1 -1

0.5 —0.301

1 0

4 0.602

5 0.699 ]
10 1

FIGURA 8

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 |
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La respuesta humana al sonido e
intensidad luminosa es logaritmica.

Estudiamos la escala de decibeles en
mas detalle en la Seccion 4.6.

La notacién In es una abreviatura del
nombre latino logarithmus naturalis.

FIGURA 9 Grafica de la funcién de
logaritmo natural

Los cientificos modelan la respuesta humana a estimulos (sonido, luz o presién) usando
funciones logaritmicas. Por ejemplo, la intensidad de un sonido debe ser aumentado muchas
veces antes que “sintamos” que la intensidad simplemente se ha duplicado. El psicélogo
Gustav Fechner formul6 la ley como

1
S = k10g<1>
0

donde S es la intensidad subjetiva del estimulo, / es la intensidad fisica del estimulo, /,
representa el umbral de intensidad fisica y £ es una constante que es diferente para cada
estimulo sensorial.

EJEMPLO 8 | Logaritmos comunes y sonido

La percepcion de la intensidad B (en decibeles, dB) de un sonido con intensidad fisica I (en

W/m?) esta dada por
B =101 ( d )
= 0 —_
g A

donde I, es la intensidad fisica de un sonido apenas audible. Encuentre el nivel de decibeles
(intensidad) de un sonido cuya intensidad fisica / es 100 veces la de I,.

SOLUCION  Encontramos el nivel de decibeles B usando el hecho de que I = 1001,.

I
B =10 log(l) Definicién de B
0
100/,
=10 log 1=1001,
Iy
= 10 log 100 Cancele ],
=10-2 =20 Definicion de log

La intensidad del sonido es de 20 dB.
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 87 [ |

V Logaritmos naturales

De todas las posibles bases a para logaritmos, resulta que la opcién mds cémoda para los
propositos de cédlculo es el nimero e, que definimos en la Seccién 4.2.

LOGARITMO NATURAL
El logaritmo con base e se denomina logaritmo natural y se denota con In:

Inx = log,x

La funcién de logaritmo natural y = In x es la funcidn inversa de la funcién exponencial
natural y = ¢'. Ambas funciones estdn graficadas en la Figura 9. Por la definicién de fun-
ciones inversas tenemos

hx=y & e =x

Si sustituimos a = e y escribimos “In” por “log,” en las propiedades de logaritmos ya
citadas antes, obtenemos las siguientes propiedades de logaritmos naturales.
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PROPIEDADES DE LOGARITMOS NATURALES

Propiedad Razon

1..In1=0 Debemos elevar e a la potencia 0 para obtener 1.

2. lne=1 Debemos elevar e a la potencia 1 para obtener e.

3. Ine*=x Debemos elevar e a la potencia x para obtener e”.

4, M =x In x es la potencia a la que e debe elevarse para obtener x.

Las calculadoras estan equipadas con una teclal Ln | que directamente presenta los valo-
res de logaritmos naturales.

EJEMPLO 9 | Evaluar la funcion de logaritmo natural
(@ Inet =8 Definicién de logaritmo natural

1
(b) ln<2> =lne?= -2 Definicién de logaritmo natural
e

(¢) In5 = 1.609 Use la tecla de su calculadora
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39 .

EJEMPLO 10 | Hallar el dominio de una funcién logaritmica
Encuentre el dominio de la funcién f(x) = In(4 — x?).

SOLUCION  Igual que con cualquier funcién logaritmica, In x estd definida cuando
x > 0. Entonces, el dominio de fes

{x\4—x2>0}={x|x2<4}={x’|x| <2}
— x| —2<x<2}=(-22)

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |

EJEMPLO 11 | Trazar la grafica de una funcién logaritmica

Trace la gréfica de la funcion y = x In(4 — x%), y dsela para hallar las asintotas y valores
3 méximo y minimo locales.

SOLUCION  Como en el Ejemplo 10, el dominio de esta funcién es el intervalo (—2, 2),
de modo que escogemos el rectéangulo de vista[—3, 3] por [—3, 3]. La gréfica se muestra
3 A 1\, 3 en la Figura 10, y de ella vemos que las rectas x = —2 y x = 2 son asintotas verticales.
La funcién tiene un punto maximo local a la derecha de x = 1 y un punto minimo local
alaizquierda de x = —1. Al hacer acercamiento (zoom) y trazar a lo largo de la gréifica con
el cursor, encontramos que el valor maximo local es aproximadamente 1.13 y esto ocurre
-3 cuando x = 1.15. Del mismo modo (o al observar que la funcién es impar), encontramos
que el valor minimo local es alrededor de —1.13 y se presenta cuando x = —1.15.

FIGURA 10
§ = xIn(d — ) & _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 m
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4.3 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. log x es el exponente al cual la base 10 debe elevarse para

obtener . Por lo tanto, podemos completar la tabla
siguiente para log x.

x 10° | 102 | 10" | 10° | 107" | 1072|1073 | 10"

log x

2. La funcién f(x) = log, x es la funcién logaritmica con

base . Por tanto, f(9) = )=

Gy = yf@)=_____.
3. (a) 5° = 125, entonces log =
(b) logs25 = 2, entonces =

4. Relacione la funcién logaritmica con su grafica.
@ f(x) =logox () f(x) = logy(—x)
(© f(x) = —logx  (d) f(x) = —logy(—x)

I Y1 11 y

v

HABILIDADES

5-6 m Complete la tabla al hallar la forma logaritmica o exponen-
cial apropiada de la ecuacién, como en el Ejemplo 1.

*s
) Forma Forma
logaritmica exponencial
logg8 =1
logs64 = 2
82/3 =4
8P =512
logy(}) = ~1
87 = 6]4

Forma Forma
logaritmica exponencial

4 =64

log,2 =3
43/2: 8

log, (#) = -2

tog, (3) = =5
4*5/2 — 1172

7-12 m Exprese la ecuacion en forma exponencial.

N A
8.
®0.
10.
11.
12.

(a) logs25 =2
(a) log,,0.1 = —1
(a) logg2 = 3

(a) log;81 =4
(a) In5=x

(@ In(x+1)=2

(b) logs1 =0
(b) logy512 =73
(b) logs(s) = —3
(b) logg4 =3

(b) Iny=5

() In(x — 1) =4

13-18 m Exprese la ecuacién en forma logaritmica.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

(a) 5° =125

(@) 10° = 1000
(@ 8 '=4%

(a) 473 =0.125
(@) e*=2

(@ e'=05

(b) 107* = 0.0001

19-28 m Evalte la expresion.

4

129.
20.
21.
22,
23.
24.

& 25,

26.

27.

28.

(a) log,3
(a) logs5*
(a) logs36
(a) log,32
(@) logs(%)
(a) logs125
(a) 9log,37
@ "
(a) logs0.25
(a) 10g4\@

(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)
(b)

(b) 812 =9

(b) 27 =5

(b) 7° =343

(b) e’ =y

(b) =1
log; 1 (c) log;3?
log, 64 (¢) log; 9
log, 81 (c) log,7"°
log, 8'7 (c) logel
log,, V10 (c) logs0.2
log.7 (c) logy V3
3log:8 (©) eln\/§
10'0e 5 (¢) 10°t%
In e* (c) In(1/e)
10g4(%) (c) log,8

29-36 m Use la definicién de la funcién logaritmica para hallar x.

29
30,
31
32
33

. (a) log,x =5

. (a) logsx =4

. (a) log;243 =x
. (a) log,2 =x

. (a) log,ox =2

(b) log,16 = x
(b) log,,0.1 =x
(b) log;x =3
(b) log,x =2
(b) logsx =2



34. (a) log, 1000 = 3
35. (a) log,16 =4
36. (a) log, 6 =3

(b) log,25 =2
(b) log,8 =3
(b) log,3 =3

37-40 m Use calculadora para evaluar la expresion, aproximada a
cuatro lugares decimales.

37. (a) log2 (b) log 35.2 (c) log(3)

38. (a) log 50 (b) log\@ (c) log(3 \f2)
®.39. (a) In5 (b) 1n 253 (¢) In(1 + V3)

40. (a) In27 (b) 1n7.39 (¢) In54.6

41-44 m Trace la gréfica de la funcién al localizar puntos.
& 41, f(x)
® 43, f(x) = 2 logx

= log;x 42. g(x)

44, g(x) =1 + logx

= logyx

45-48 m Encuentre la funcion de la forma y = log,x cuya gréfica

se da.
45. yaA 46. YA
1! 5,1 1
1+
ol / T _10/1 —— >
(3.-1)

49-50 m Relacione la funcién logaritmica con una de las graficas
marcadas I o II.

49. f(x) =2+ Inx 50. f(x) = In(x — 2)
I YA Iy i =2
\
\
1 1(3,0)
0 i X 0 1 } 3 X
\
\
\

51. Trace la grafica de y = 4"y, a continuacion, Usela para trazar la
grifica de y = log, x.

52. Trace la grafica de y = 3"y, a continuacion, Usela para trazar la
grifica de y = logs x.
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53-62 m Grafique la funcidn, no al localizar puntos sino empezando
de las graficas de las Figuras 4 y 9. Exprese el dominio, rango y

asintota.

© 53, f(x) = log,(x — 4) 54. f(x) = —logox

® 55, g(x) = logs(—x) 56. g(x) = In(x + 2)

© 57y =2+ logsx 58. y=logs(x—1)—2
59. y =1 —logox 60. y =1 + In(—x)
61. y=|Inx| 62. y=1In|x|
63-68 m Encuentre el dominio de la funcién.

©.63. f(x) = logo(x + 3) 64. f(x) = logs(8 — 2x)
65. g(x) = logs(x* — 1) 66. g(x) = In(x — x?)
67. h(x) = Inx + In(2 — x)
68. h(x) = Vx — 2 — logs(10 — x)

. 69-74 m Trace la gréfica de la funcién en un rectdngulo de vista
apropiado, y usela para hallar el dominio, las asintotas y los valores
maximo y minimo locales.

©.69. y = log,o(1 — x?)
71. y=x + Inx

70. y = In(x* — x)

72. y = x(In x)?
73. y = ~ 74. y = xlogo(x + 10)

75-78 m Encuentre las funciones fo g y g © fy sus dominios.

75. f(x) =25 gkx)=x+1
76. f(x) =3, gx)=x*+1
77. f(x) = log,x, g(x) =x—2
78. f(x) = logx, g(x) = x?

. Compare las rapidez de crecimiento de las funciones f(x) = In x
y g(x) = Vx al trazar sus grificas en una pantalla comtin

usando el rectiangulo de vista[—1, 30] por [—1, 6].

. (a) Trazando las gréficas de las funciones

flx) =1+ In(1 + x) y g(x) = Vx

en un rectdngulo de vista apropiado, demuestre que aun
cuando una funcién logaritmica empieza mas alta que una
funcién de raiz, es finalmente superada por la funcién de raiz.

(b) Encuentre, aproximadas a dos lugares decimales, las solu-
ciones de la ecuacién Vx = 1 + In(1 + x).

#=/81-82 m Nos dan una familia de funciones. (a) Trace gréficas de la
familia para ¢ = 1, 2, 3 y 4. (b) ;Cémo estan relacionadas las grafi-
cas de la parte (a)?

81. f(x) = log(cx) 82. f(x) = clogx
83-84 m Nos dan una funcién f(x). (a) Encuentre el dominio de la

funcién f. (b) Encuentre la funcién inversa de f.

83. f(x) = log,(logox) 84. f(x) = In(In(In x))
2X
85. (a) Encuentre la inversa de la funcién f(x) = T+ o

(b) (Cuadl es el dominio de la funcién inversa?
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APLICACIONES

86.

.87.

88.

89.

90.

Absorcion de luz Un espectrofotémetro mide la concen-
tracion de una muestra disuelta en agua al hacer brillar una luz
a través de ella y registrar la cantidad de luz que emerge. En
otras palabras, si sabemos la cantidad de luz que es absorbida,
podemos calcular la concentracion de la muestra. Para cierta
sustancia, la concentracién (en moles por litro) se encuentra

usando la férmula
1
—2500 In ( — )
I

donde / es la intensidad de la luz incidente e [ es la intensidad
de la luz que emerge. Encuentre la concentracién de la sustancia
si la intensidad 7 es 70% de I,,.

C =

Iy

Determinacion de la edad por carbono Laedad de
un artefacto antiguo puede ser determinada por la cantidad de
carbono 14 radiactivo restante en una muestra. Si D, es la canti-
dad original de carbono 14 y D es la cantidad restante, entonces
la edad A del artefacto (en afios) estd dada por

D
—8267 1n(—)
Dy

Encuentre la edad de un objeto si la cantidad D de carbono 14
que queda en el objeto es 73% de la cantidad original D,,.

A=

Colonia de bacterias Cierta cepa de bacterias se divide
cada tres horas. Si una colonia se inicia con 50 bacterias, enton-
ces el tiempo ¢ (en horas) necesario para que la colonia crezca a
N bacterias estd dado por

log(N/50)
log2

Encuentre el tiempo necesario para que la colonia crezca a un
millén de bacterias.

Inversion El tiempo necesario para duplicar la cantidad de
una inversion a una tasa de interés r capitalizado continuamente
estd dado por

In2
t=—
-

Encuentre el tiempo necesario para duplicar una inversion al
6%, 1%y 8%.

Carga de una bateria La rapidez a la que se carga una
bateria es mds lenta cuanto mds cerca estd la baterfa de su carga
maxima C,. El tiempo (en horas) necesario para cargar una ba-
terfa completamente descargada a una carga C estd dado por

C
t=—kln(1-—
“( cn)

91.

donde k es una constante positiva que depende de la bateria.
Para cierta bateria, k = 0.25. Si esta bateria estd completa-
mente descargada, ;cudnto tomard cargarla al 90% de su carga
maxima C,?

Dificultad de una tarea La dificultad en “alcanzar un ob-
jetivo” (por ejemplo usar el ratén para hacer clic en un icono en
la pantalla de la computadora) depende de la distancia a la que
estd el objetivo y el tamafio de éste. De acuerdo con la Ley de
Fitts, el indice de dificultad (ID) esta dado por

log(2A/W)
D=——
log 2
donde W es el ancho del objetivo y A es la distancia al centro
del objetivo. Compare la dificultad de hacer clic en un icono de

5 mm de ancho con hacer clic en uno de 10 mm de ancho. En
cada caso, suponga que el ratén estd a 100 mm del icono.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

92.

93.

94.

95.

Altura de la grafica de una funcion logaritmica

Suponga que la grifica de y = 2" estd trazada en un plano de

coordenadas donde la unidad de medicion es 1 pulgada.

(a) Demuestre que, a una distancia de 2 pies a la derecha del
origen, la altura de la grafica es de unas 265 millas.

(b) Si la grifica de y = log,x se traza en el mismo conjunto de
ejes, ¢a qué distancia a la derecha del origen tenemos que ir
antes que la altura de la curva llegue a 2 pies?

El Googolplex Un googol es 10'”, y un googolplex es
10¢°>¢!, Encuentre

log(log(googol)) y log(log(log(googolplex)))

Comparacion de logaritmos ;Cuil es més grande,
log,17 o0 logs24? Explique su razonamiento.

Numero de digitos de un entero Compare log 1000
con el nimero de digitos de 1000. Haga lo mismo para 10,000.
(Cudntos digitos tiene cualquier nimero entre 1000 y 10,000?
(Entre cudles dos valores debe encontrarse el logaritmo comiin de
tal nimero? Use sus observaciones para explicar por qué el nu-
mero de digitos de cualquier entero positivo x es [log x] + 1. (El
simbolo [n] es la funcién entero mayor definida en la Seccién
2.2.) (Cuéntos digitos tiene el nimero 2'*?
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4.4 LEYES DE LOGARITMOS

Leyes de logaritmos » Expansion y combinacion de expresiones logaritmicas
P> Férmula para cambio de base

En esta seccion estudiamos propiedades de logaritmos. Estas propiedades dan a las funcio-
nes logaritmicas una amplia variedad de aplicaciones, como veremos en la Seccién 4.6.

V Leyes de logaritmos

Como los logaritmos son exponentes, las Leyes de Exponentes dan lugar a las Leyes de
Logaritmos.

LEYES DE LOGARITMOS

Ley

1. log,(AB) = log,A + log,B
A

2. loga(B) = log,A — log,B

3. log,(A€) = Clog,A

Sea a un niimero positivo, con a # 1. Sean A, B y C cualesquier niimeros realescon A >0y B > 0.

Descripcion

El logaritmo de un producto de nimeros es la suma de los logaritmos de los niimeros.

El logaritmo de un cociente de niimeros es la diferencia de los logaritmos de los
ndmeros.

El logaritmo de una potencia de un nimero es el exponente por el logaritmo del niimero.

DEMOSTRACION  Hacemos uso de la propiedad log,a* = x de la Secci6n 4.3.

Ley1 Seanlog,A = uylog,B = v. Cuando se escriben en forma exponencial, estas can-
tidades se convierten en

a'=A y a =B

Por lo tanto, log,(AB) = log,(a"a") = log,(a""")

u+v=log,A + log,B

Ley 2 Usando la Ley 1, tenemos

A A
log,A = loga{<B>B] = loga(B) + log,B

A
Asi loga(B) = log,A — log,B

Ley 3 Sean log,A = u. Entonces a" = A, por lo que

log,(A€) = log,(a")¢ = log,(a"‘) = uC = Clog,A -

EJEMPLO 1 Uso de las leyes de logaritmos para evaluar

expresiones

Evalde las expresiones siguientes.
(a) log,2 + log,32

(b) log,80 — log,5

() —3log8
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SOLUCION
(a) log,2 + log,32 = log,(2-32) Ley 1
= log,64 =3 Porque 64 = 4°
(b) log,80 — log,5 = logz(%) Ley 2
=log,16 = 4 Porque 16 = 2*

() —31log8 =1log8 ' Ley 3
= log(%) Propiedad de exponentes negativos
~ —0.301 Calculadora
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 7,9 Y 11 |

V Expansion y combinacion de expresiones logaritmicas

Las Leyes de Logaritmos nos permiten escribir el logaritmo de un producto o un cociente
como la suma o diferencia de logaritmos. Este proceso, llamado expansion de una expresion
logaritmica, se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 | Expansion de expresiones logaritmicas

Use las Leyes de Logaritmos para expandir estas expresiones.

(a) log,(6x) (b) logs(x*y®) (c) ln<ab)

Ve
SOLUCION
(a) log,(6x) = log,6 + log,x Ley 1
(b) logs(x*y°) = logsx® + logsy° Ley |
= 3logsx + 6logsy Ley 3
(c) ln(z;g) = In(ab) — InVe Ley 2
=Ina+Inb—Inc”  Ley I
=Ina+Inb—1lnc Ley 3
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 19,21Y 33 |

Las Leyes de Logaritmos también nos permiten invertir el proceso de expansion que se
hizo en el Ejemplo 2. Es decir, podemos escribir sumas y diferencias de logaritmos como
un solo logaritmo. Este proceso, llamado combinar expresiones logaritmicas, estd ilustrado
en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3 | Combinar expresiones logaritmicas

Combine 3 log x + 3 log(x + 1) en un solo logaritmo.

SOLUCION
3logx + slog(x + 1) = logx® + log(x + 1) Ley 3
= log(¥*(x + 1)"?) Ley 1
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 47 |

EJEMPLO 4 | Combinar expresiones logaritmicas

Combine 3 Ins + 3In¢ — 4 In(¢> + 1) en un solo logaritmo.



Olvidar lo que hemos aprendido
depende de cudnto tiempo hace que
lo aprendimos.
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SOLUCION
3Ins+4Int—4In(>+ 1) =Ins® + Ine”? — In(> + 1)*  Ley3
= In(s’#"?) — In(* + 1)* Ley 1
I ( SV ) Ley 2
— In| 2L
(t* + 1) =~
® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 49 |

Advertencia Aun cuando las Leyes de Logaritmos nos dicen cémo calcular el logaritmo
de un producto o un cociente, no hay regla correspondiente para el logaritmo de una suma
o0 una diferencia. Por ejemplo,

log,(x + y) = log,x + log,y

De hecho, sabemos que el lado derecho es igual a log,(xy). Del mismo modo, no simplifique
incorrectamente cocientes o potencias de logaritmos. Por ejemplo,

log 6 6
EON log<2) y  (logyx)® = 3log,x

Se usan funciones logaritmicas para modelar diversas situaciones donde interviene el
comportamiento humano. Uno de éstos es la rapidez con la que olvidamos cosas que hemos
aprendido. Por ejemplo, si usted aprende dlgebra a cierto nivel (por ejemplo 90% en un
examen) y no usa dlgebra durante un tiempo, ;cudnto retendrd después de una semana,
un mes o un aflo? Hermann Ebbinghaus (1850-1909) estudi6 este fendmeno y formulé la
ley descrita en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 5 | Laley de olvido

Si una tarea se aprende a cierto nivel P, después de cierto tiempo ¢ el nivel de recordatorio
P satisface la ecuacion
log P = log P, — clog(t + 1)
donde ¢ es una constante que depende del tipo de tarea y ¢ se mide en meses.
(a) Despeje P.

(b) Si su calificacién en el examen de historia es 90, ;qué calificacién esperaria obtener en
un examen similar después de dos meses? ;Después de un aiio? (Suponga que ¢ = 0.2.)

SOLUCION

(a) Primero combinamos el lado derecho.
log P = log Py — clog(r + 1) Ecuacién dada
log P = log P, — log(t + 1)¢ Ley 3

log P = log ¢ Ley 2
OB T8 ) -
Py
= o orque 10g €S brunivoco
P TS Porque log es biuni
(b) Aqui Py =90, c = 0.2yt se mide en meses.
90
En dos meses: t=2 y P=—————r5=T72
2+ 1)
90
En un afio: t=12 y P=————"—5=54
(12 + 1)”

Sus calificaciones esperadas después de dos meses y un afio son 72 y 54, respectivamente.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |
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Podemos escribir la Férmula para Cam-
bio para Base como

1
log,x = < >log“ X
log,b

Entonces log,x es s6lo un mdltiplo cons-

tante de log,x; la constante es

log“b'

Funciones exponenciales y logaritmicas

V Formula para cambio de base

Para algunos propésitos encontramos ttil cambiar de logaritmos de una base a logaritmos
de otra base. Suponga que nos dan log, x y deseamos hallar log, x. Sea

y = log, x

Escribimos esto en forma exponencial y tomamos el logaritmo, con base a, de cada lado.

b =x Forma exponencial

log,(b*) = log,x

Tome log, de cada lado

ylog,b = log,x Ley 3
log,x
y = S Divida entre log, b
log,b

Esto demuestra la siguiente férmula.

FORMULA PARA CAMBIO DE BASE

En particular, si ponemos x = a, entonces log,a, y esta férmula se convierte en

log,a =

log,b

Ahora podemos evaluar un logaritmo a cualquier base con el uso de la Férmula para
Cambio de Base, para expresar el logaritmo en términos de logaritmos comunes o logarit-
mos naturales y luego usar calculadora.

EJEMPLO 6 | Evaluar logaritmos con la Férmula para

Cambio de Base

Use la Férmula para Cambio de Base y logaritmos comunes o naturales para evaluar cada
logaritmo, aproximado a cinco lugares decimales.

(a) logs5 (b) log,20
SOLUCION

(a) Usamos la Férmula para Cambio de Base con b = 8 y a = 10:

log, 5
9810 S = 0.7739%8

logg5 =

log,o

(b) Usamos la Férmula para Cambio de Base conb =9y a = e:

In 20
logy20 = =~ 1.36342
In9
“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 55 Y 57 [ |

EJEMPLO 7 | Usar la Féormula para Cambio de Base para

graficar una funcién logaritmica

Use calculadora graficadora para graficar f(x) = loggx.
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2 SOLUCION  Las calculadoras no tienen tecla para logs, de modo que usamos la Férmula
para Cambio de Base para escribir
In x
=1 ==
@) = logx =
0 36 Como las calculadoras tienen una tecla [ LN |, podemos ingresar esta nueva forma de la fun-
cion y graficarla. La gréfica se muestra en la Figura 1.
-1 “ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |
Inx

FIGURA 1 =1 =—
) = logex = 1

4.4 EJERCICIOS

CONCEPTOS 19-44 m Use las Leyes de Logaritmos para expandir la expresion.
1. El logaritmo de un producto de dos niimeros es igual que ®.29. logy(2x) 20. logs(5y)
la___ de los logaritmos de estos nimeros. Por tanto, & 21. log,(x(x — 1)) 22, 10g5§
logs(25 - 125)=__ +_ . 23. log 6'° 24. In V=
2. El logaritmo de un cociente de dos nimeros es igual que 25. log,(AB?) 26. log, N7
la ___ de los logaritmos de estos nimeros. Por tanto, 27. logs(x \fy) 28. logz(xy)lo
logs(f55) = - : 2
5 5 A3/.2 L
3. El logaritmo de un nimero elevado a una potencia es igual 29. logs V™ + 1 30. 10g"< yz3)
que la potencia el logaritmo del niimero. Por tanto, 31. InVab 32. InV/3r%s
logs(25'") = Byt 2
25(25') 2y & 33, log(%) 34. 10g<407)
4. (a) Podemos expandir (*) paraobtener ___ z v*Ve
z
; — x(x* + 1 -1
(b) Podemos combinar 2 log x + log y — log z para 3s. logz( ( 2 )) 36. logs X -
obtener . x =1 X
2
5. La mayor parte de calculadoras pueden hallar logaritmos con base 37, ln( X \/;) 38. In (j_%)lo
z X
y base ___. Para hallar logaritmos con bases diferentes,
X
usamos la Férmula . Para Hallar log, 12, escribimos 39. log Va2 + 2 40. log< 3 )
V1-—x

log 2+ 4
log; 12 = - a1 logy | 2. log ViV
log BN @+ e -7y og VaVyVz
6. ;Verdadero o falso? Obtenemos la misma respuesta si hacemos

X Vx—1 10*
el cdlculo del Ejercicio 5 usando In en lugar de log. 43. ln( 3 + 4 44. log X2+ )R+ 2)

HABILIDADES 45-54 m Use las Leyes de Logaritmos para combinar la expresion.
7-18 m Evalie la expresion. 45. log,5 + 51og;2

< 7. logs V27 8. log, 160 — log,5 46. log 12 + L log 7 — log 2

9. log 4 + log 25 10. g oo S 47, log,A + log,B — 2 log, €

1. log, 192 — log,3 12. log,,9 + log, 16 48. logs(x* — 1) — logs(x — 1)

13. log,6 — log, 15 + log,20 ®.49. 4logx — $log(x® + 1) + 2log(x — 1)

14. log, 100 — log, 18 — log, 50 50. In(a + b) + In(a — b) = 2Inc

15. log, 16!% 16. log,8% 51. In5 + 2Inx + 3In(x* + 5)

17. log(log 10'99) 18. In(ln &) 52. 2(logsx + 2 logsy — 3 logsz)
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53.
54.

55
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$log(x + 2)° + [log x* — log(x? — x — 6)?]
log,b + clog,d — rlog,s

-62 m Use la Regla para Cambio de Base y una calculadora para

evaluar el logaritmo, redondeado a seis lugares decimales. Use loga-
ritmos naturales o comunes.

* 55
& 57

59

. log,5 56. logs2

. log; 16 58. log92
. log,2.61 60. logs532
. log, 125 62. log,2.5

. Use la Férmula para Cambio de Base para demostrar que

In x

1 —
083 T n3

A continuacion use este dato para trazar la grafica de la funcién
f(x) = logsx.
. Trace graficas de la familia de funciones y = log,x para a = 2,

e, 5y 10 en la misma pantalla, usando el rectdngulo de vista
[0, 5] por [—3, 3]. (Cémo estdn relacionadas estas gréficas?

65. Use la Férmula para Cambio de Base para demostrar que
loge = L
In 10
66. Simplifique: (log,5)(logs7)
67. Demuestre que —In(x — \/xzj) = In(x + \/xfl)

APLICACIONES

68

*.69.

. Olvido Use la Ley de Olvido (Ejemplo 5) para estimar la
calificacion de un estudiante, en un examen de biologia, dos
afios después que obtuvo una calificacién de 80 en un examen
sobre el mismo material. Suponga que ¢ = 0.3 y ¢ se mide en
meses.

Distribucion de riqueza Vilfredo Pareto (1848-1923)
observé que la mayor parte de la riqueza de un pais es propie-
dad de unos cuantos miembros de la poblacién. El Principio de
Pareto es

log P =logc — klogW

donde W es el nivel de riqueza (cudnto dinero tiene una per-

sona) y P es el nimero de personas de la poblacién que tiene

ese dinero.

(a) De esa ecuacidn, despeje P.

(b) Suponga que k = 2.1, ¢ = 8000, y W se mide en millones
de ddlares. Use la parte (a) para hallar el nimero de perso-
nas que tienen $2 millones de délares o mas. ;Cudntas per-
sonas tienen $10 millones de ddlares o més?

70. Diversidad Algunos biélogos modelan el niimero de espe-

cies S en un drea fija A (por ejemplo una isla) con la relacién
especie-drea

logS =logc + klogA
donde ¢ y k son constantes positivas que dependen del tipo de

especie y habitat.
(a) De la ecuacion, despeje S.

(b) Use la parte (a) para demostrar que si k = 3, entonces du-
p P q
plicar el drea aumenta ocho veces el nimero de especies.

71. Magnitud de estrellas La magnitud M de una estrella es

una medida del brillo que una estrella parece tener a la vista del
hombre. Esta definida como

B
M= -25 log<E)
0

donde B es el brillo real de la estrella y B, es una constante.

(a) Expanda el lado derecho de la ecuacion.

(b) Use la parte (a) para demostrar que cuanto mds brillante sea
una estrella, menor es su magnitud.

(c) Betelgeuse es unas 100 veces mds brillante que Albiero.
Use la parte (a) para demostrar que Betelgeuse es 5 magni-
tudes menos brillante que Albiero.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

72. ¢Verdadero o falso? Discuta cada una de las ecuaciones

siguientes y determine si es verdadera para todos los valores po-
sibles de las variables. (Ignore valores de las variables para las
que cualquier término no esté definido.)

x log x
(a) lo <*> =
£y logy

(b) logy(x — y) = log,x — log,y

(c) 10g5<%) = logsa — 2 logsb
(d) log2* = zlog?2
(e) (log P)(log Q) = log P + log Q
log a
) —— =1loga —logh
log b

() (log,7)" = xlog,7
(h) log,a“ = a
log x
logy

) —ln<%> =InA

() log(x —y) =
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73. Encuentre el error ;Qué estd mal en el siguiente argu- 74. Desplazamiento, contraccién y alargamiento de
mento? graficas de funciones Sea f(x) = x°. Demuestre que f(2x)
= 4f(x) y explique la forma en que esto demuestra que la con-
log 0.1 < 21log0.1 traccion de la grafica de f, horizontalmente, tiene el mismo
= log(0.1)? efecto que alargarla verticalmente. A continuacién use las iden-
tidades e*™ = €%y In(2x) = In 2 + In x para demostrar que

= log 0.01 para g(x) = ¢ un desplazamiento horizontal es igual que un
log 0.1 < log 0.01 alargamiento vertical y para /(x) = In x una contraccién hori-
0.1 < 0.01 zontal es lo mismo que un desplazamiento vertical.

4.5 ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

| Ecuaciones exponenciales P Ecuaciones logaritmicas P> Interés compuesto

En esta seccion resolvemos ecuaciones que contienen funciones exponenciales o logaritmi-
cas. Las técnicas que desarrollamos aqui se usardn en la siguiente seccidn para resolver
problemas aplicados.

V Ecuaciones exponenciales

Una ecuacion exponencial es aquella en la que la variable aparece en el exponente. Por
ejemplo,

2=

La variable x presenta una dificultad porque estd en el exponente. Para resolver esta dificul-
tad, tomamos el logaritmo de cada lado y luego usamos las Leyes de Logaritmos para
“bajar x” del exponente.

2t =17 Ecuacion dada
In2*=1n7 Tome In de cada lado
xIn2=1In7 Ley 3 (bajar exponente)
X = M Despeje x
In2 i

= 2.807 Calculadora

Recuerde que la Ley 3 de las Leyes de Logaritmos dice que log,A“ = C log,A.
El método que usamos para resolver 2 = 7 es tipico de cémo resolvemos ecuaciones
exponenciales en general.

GUIAS PARA RESOLVER ECUACIONES EXPONENCIALES

1. Afsle la expresion exponencial en un lado de la ecuacion.

2. Tome el logaritmo de cada lado y a continuacién use las Leyes de Logaritmos para
“bajar el exponente”.

3. Despeje la variable.

EJEMPLO 1 | Resolver una ecuacién exponencial

Encuentre la solucién de la ecuacion 372 = 7, redondeada a seis lugares decimales.
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Podriamos haber usado logaritmos na-
turales en lugar de logaritmos comu-
nes. De hecho, usando los mismos pa-
sos, obtenemos

In7

x=——2= —0.228756
In3

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Sustituyendo x = 0.458 en la ecuacién
original y utilizando una calculadora,
tenemos

862(0'458) ~20 Vv

Funciones exponenciales y logaritmicas

SOLUCION
3x+2 =7

log(3*"%) = log 7

(x +2)log3 =log7

Tomamos el logaritmo comun de cada lado y usamos la Ley 3.

Ecuacion dada
Tome log de cada lado

Ley 3 (bajar exponente)

log 7
x+2= Divida entre log 3
log 3
log 7
X = R Reste 2
log 3
~ —0.228756 Calculadora

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Sustituyendo x = —0.228756 en la ecuacién original y usando calculadora, obtenemos

3(-0228756)+2 7 v

©_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 7 |

EJEMPLO 2 | Resolver una ecuaciéon exponencial
Resuelva la ecuacion 8¢ = 20.

SOLUCION Primero dividimos entre 8 para aislar el término exponencial en un lado
de la ecuacion.

8e** = 20 Ecuacién dada
=2 Divida entre 8
Ine* =25 Tome In de cada lado
2x =1In2.5 Propiedad de In
In2.5 o
X = > Divida entre 2
~ (0.458 Calculadora
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 |

EJEMPLO 3 | Resolver una ecuacion exponencial de forma
algebraica y grafica

Resuelva la ecuacién ¢* > =

SOLUCION 1: Algebraica

Como la base del término exponencial es e, usamos logaritmos naturales para resolver esta
ecuacion.

4 de manera algebraica y grafica.

S =4 Ecuacién dada

Tome In de cada lado

In(e**) =1n4

3—2x=1n4 Propiedad de In
—2x= -3+ 1In4 Reste 3
x = %(3 — In4) = 0.807 Multiplique por —3

Es necesario verificar que esta respuesta satisfaga la ecuacion original.
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5 SOLUCION 2: Grafica

Graficamos las ecuaciones y = ¢~y y = 4 en el mismo rectdngulo de vista como en la
Figura 1. Las soluciones se presentan donde las graficas se intersecan. Si hacemos acerca-
miento (zoom) en el punto de interseccién de las dos graficas, vemos que x = 0.81.

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

3—2x

EJEMPLO 4 | Una ecuacion exponencial de tipo cuadratico
FIGURA 1
Resuelva la ecuacién ¢ — ¢ — 6 = 0.

SOLUCION Para aislar el término exponencial, factorizamos.
2 _ .
Si hacemos w = ¢, obtenemos la ecua- et —e—=6=0 Ecuacion dada
cién cuadrética
5 () —e*—6=0 Ley de Exponentes
w—w—6=0
que se factoriza como (" =3)e*+2)=0 Factorice (un cuadratico en e)
-3 +2)=0 c . .
(w )(w ) e"—3=0 obien e"+2=0 Propiedad del Producto Cero
e"=3 et = -2
La ecuacion ¢' = 3 lleva a x = In 3. Pero la ecuacién ¢ = —2 no tiene solucién porque

e* > ( para toda x. Entonces, x = In 3 = 1.0986 es la tinica solucién. Es necesario compro-
bar que esta respuesta satisfaga la ecuacién original.

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 29 |

EJEMPLO 5 | Resolver una ecuacién exponencial

Resuelva la ecuacion 3xe® + x%° = 0.

SOLUCION  Primero factorizamos el lado izquierdo de la ecuacién.
3xe* + xe* = 0 Ecuacion dada
x=0:
x(3 + x)et =0 Factorizamos factores comunes
3(0) + 0% =0 ¢ ( )
= 3 x3+x)=0 Dividimos entre e* (porque e* # 0)
3(=3)e + (=3)%’ x=0 0 3+x=0 Propiedad del Producto Cero
=-9¢34+93=0 Vv .
Entonces las soluciones sonx = 0y x = —3.
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 33 |

La determinacion de la edad por radiocarbono es un mé-
todo que los arquedlogos usan para determinar la edad de objetos
antiguos. El diéxido de carbono en la atmosfera siempre contiene
una fraccién fija de carbono radiactivo, carbono 14 (**C), con una vida
media de unos 5730 afnos. Las plantas absorben diéxido de carbono
de la atmosfera, que luego pasa a los animales a través de la cadena
alimentaria. Entonces, todos los seres vivientes contienen las mismas
proporciones fijas entre '*C y '*C no radiactivo como la atmosfera.
Después que un organismo muere, deja de asimilar *C y la can-
tidad de '*C en su interior empieza a desintegrarse exponencial-
mente. Podemos entonces determinar el tiempo transcurrido desde
la muerte del organismo si medimos la cantidad de '*C que tenga.

Por ejemplo, si el hueso
de un borrico que murié
hace t afos contiene 73%
del "*C que tenga uno vivo, - o~
entonces por la férmula
para desintegracion radiac-
tiva (Seccion 4.6),

0.73 = (1.00)e (/5730

Resolvemos esta ecuacion exponencial para hallar t = 2600, de
modo que el hueso tiene unos 2600 afos de antigliedad.
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V Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacion logaritmica es aquella en la que aparece un logaritmo de la variable. Por
ejemplo,

logo(x +2) =15
Para despejar x, escribimos la ecuacién en forma exponencial
x+2=2 Forma exponencial
x=32-2=30 Despeje x
Otra forma de ver el primer paso es elevar la base, 2, a cada lado de la ecuacién.
Qlomlrt2) = 23 Eleve 2 a cada lado
x+2=2 Propiedad de logaritmos
x=32-2=30 Despeje x

El método empleado para resolver este sencillo problema es tipico. Resumimos los pasos
como sigue:

GUIAS PARA RESOLVER ECUACIONES LOGARITMICAS

1. Aisle el término logaritmico en un lado de la ecuacidn; es posible que primero
sea necesario combinar los términos logaritmicos.

2. Escriba la ecuacién en forma exponencial (o elevar la base a cada lado de la
ecuacion).

3. Despeje la variable.

EJEMPLO 6 | Resolver ecuaciones logaritmicas

De cada ecuacidn, despeje x.

(@ Inx =38 (b) log,(25 — x) = 3

SOLUCION

(a) Inx =8 Ecuacién dada
x=é Forma exponencial

Por lo tanto, x = ¢® =~ 2981.
También podemos resolver este problema en otra forma:

Inx =8 Ecuacién dada

Inx — o8 Eleve e a cada lado

e
x=e Propiedad de In

(b) El primer paso es reescribir la ecuacién en forma exponencial.

log,(25 —x) =3 Ecuacion dada
25 —x =23 Forma exponencial (o eleve 2 a cada lado)
. 25 —x =38
Six = 17, tenemos
log,(25 — 17) = log,8 =3 ¢ x=25-8=17

“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 37 Y 41 |
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EJEMPLO 7 | Resolver una ecuacién logaritmica
Resuelva la ecuacién 4 + 3 log(2x) = 16.

SOLUCION  Primero aislamos el término logaritmico. Esto nos permite escribir la
ecuacion en forma exponencial.

4+ 31log(2x) = 16 Ecuacion dada
3log(2x) = 12 Reste 4
log(2x) = 4 Divida entre 3
2x = 10* Forma exponencial (o eleve 10 a cada lado)
x = 5000 Divida entre 2

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Si x = 5000, obtenemos

4+ 31og 2(5000) = 4 + 3 log 10,000

=4+ 3(4)
=16 (4
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 [

EJEMPLO 8 | Resolver algebraica y graficamente una
ecuacion logaritmica

Resuelva algebraica y graficamente la ecuacién log(x + 2) + log(x — 1) = 1.
= —4 SOLUCION 1: Algebraica

log(—4 + 2) + log(—4 — 1) Primero combinamos los términos logaritmicos, usando las Leyes de Logaritmos.

= log(—2) + log(—5) log[(x +2)(x = 1)] =1 Ley I
no definido X x+2)x—=1)=10 Forma exponencial (o eleve 10 a cada lado)
x =3 XX+x—2=10 Expanda lado izquierdo
log(3 +2) +log(3 — 1) Z4+x—12=0 Reste 10
= log5 + log 2 = log(5-2) x+4)x—-3)=0 Factorice
=loglo=1 ¢ Y= —4 o x=3
Verificamos estas potenciales soluciones en la ecuacion original y encontramos que x = —4

no es una solucién (porque los logaritmos de nimeros negativos no estidn definidos), pero
x = 3 es una solucion. (Vea Verifique sus respuestas.)

3 SOLUCION 2: Grafica
Primero movemos todos los términos a un lado de la ecuacion:

- log(x +2) +loglx —1) = 1=0

0 6

| A continuacién graficamos

= y =log(x + 2) + log(x — 1) — 1
-3 como en la Figura 2. Las soluciones son los puntos de interseccién x de la grafica. Entonces,
FIGURA 2 la tnica solucién es x = 3.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 49 |
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En el Ejemplo 9 no es posible aislar x
algebraicamente, de modo que debe-

mos resolver graficamente la ecuacion.

FIGURA 3

La intensidad de la luz en un lago
disminuye con la profundidad.

EJEMPLO 9 | Resolver graficamente una ecuacién logaritmica
Resuelva la ecuacion x* = 2 In(x + 2).
SOLUCION  Primero movemos todos los términos a un lado de la ecuacién.
x*=2In(x+2)=0
Entonces graficamos
y=x*=2In(x + 2)

como en la Figura 3. Las soluciones son los puntos de interseccion x de la grifica. Si hace-
mos zoom en los puntos de interseccidn x, vemos que hay dos soluciones

x=—0.71 y x = 1.60
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 59 |

Se usan ecuaciones logaritmicas para determinar la cantidad de luz que llega a diversas
profundidades en un lago. (Esta informacién ayuda a bidlogos a determinar los tipos de
fauna que un lago puede soportar.) Cuando pasa luz por el agua (u otros materiales transpa-
rentes como vidrio o pldstico), parte de la luz es absorbida. Es facil ver que cuanto mds
turbia sea el agua, mds luz se absorbe. La relacion exacta entre absorcion de luz y la distan-
cia que viaja la luz en un material estd descrita en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 10 | Transparencia de un lago

Si I, e I denotan la intensidad de luz antes y después de pasar por un material y x es la dis-
tancia (en pies) que la luz se desplaza en el material, entonces, de acuerdo con la Ley de

Beer-Lambert,
1 1
——In () =x

donde k es una constante que depende del tipo de material.
(a) Despeje I de la ecuacion

(b) Para cierto lago, k = 0.025, y la intensidad de la luz es I, = 14 lumen (Im). Encuentre
la intensidad de luz a una profundidad de 20 pies.

SOLUCION
(a) Primero aislamos el término logaritmico.
1 ( I > .
——Inl — | =x Ecuacién dada
k 1,
1
In| — ) = —kx Multiplique por —k
Iy
1 ke .
—=c Forma exponencial
Iy

1= 10671“ Multiplique por I,
(b) Encontramos / usando la férmula de la parte (a).
I=1Ie™ De la parte (a)
= 1400025020 = 14,k =0.025, x = 20
=~ 8.49 Calculadora
La intensidad de luz a una profundidad de 20 pies es alrededor de 8.5 Im.

“© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 85 |
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V Interés compuesto

Recuerde las féormulas para interés que hallamos en la Seccién 4.1. Si un principal P se
invierte a una tasa de interés r durante un tiempo de ¢ afios, entonces la cantidad A de la
inversion estd dada por

A=P1+r) Interés simple (para un afio)
r nt
At) = P(l + n) Interés capitalizado n veces por aio

A(t) = Pe" Interés capitalizado continuamente

Podemos usar logaritmos para determinar el tiempo que tarda el principal en aumentar a
una cantidad dada.

EJEMPLO 11 Hallar el tiempo para que una inversion

se duplique

Una suma de $5000 se invierte a una tasa de interés del 5% al afio. Encuentre el tiempo
necesario para que el dinero se duplique si el interés se capitaliza de acuerdo con el si-
guiente método.

(a) Semestralmente (b) Continuamente
SOLUCION

(a) Usamos la formula para interés compuesto con P = $5000, A(f) = $10,000, r = 0.05 y
n = 2y de la ecuacién exponencial resultante despejamos t.

0.05\* r\"
5000( 1 + > ) = 10,000 Pl 1+ o A
(1.025)* = 2 Divida entre 5000
log 1.025* = log 2 Tome log de cada lado
2t log 1.025 = log 2 Ley 3 (baje el exponente)
log 2
t=—T——"—""—— Divida entre 2 log 1.025
2 log 1.025
t=14.04 Calculadora

El dinero se duplicard en 14.04 afios.

(b) Usamos la férmula para interés capitalizado continuamente con P = $5000, A(f) =
$10,000 y r = 0.05 y de la ecuacién exponencial resultante despejamos ¢.

5000e"% = 10,000 P = A

e = Divida entre 5000
In %% = n2 Tome In de cada lado
0.05t = In2 Propiedad de In
In2 o
t=—— Divida entre 0.05
0.05
t=13.86 Calculadora

El dinero se duplicard en 13.86 afios.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 75 |

EJEMPLO 12 | Tiempo necesario para crecer una inversion

Una suma de $1000 se invierte a una tasa de interés de 4% al afio. Encuentre el tiempo
necesario para que la cantidad crezca a $4000 si el interés se capitaliza continuamente.
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SOLUCION  Usamos la férmula para interés capitalizado continuamente con P =
$1000, A(r) = $4000 y r = 0.04 y de la ecuacién exponencial resultante se despeja 7.

1000e"™" = 4000 Pe"=A

M =4 Divida entre 1000
0.04t = In4 Tome In de cada lado
In4 o
t=——" Divida entre 0.04
0.04

t = 34.66 Calculadora

La cantidad serd $4000 en 34 afios y 8 meses.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 77

4.5 EJERCICIOS

CONCEPTOS | N w10
1. Resolvamos la ecuacién exponencial 2¢* = 50.
(a) Primero, aislamos ¢' para obtener la ecuacion equivalente . 27. 100(1.04)* = 300 28. (1.00625)" = 2
(b) A continuacién, tomamos In de cada lado para obtener 29-36 m Resuelva la ecuacién.
la ecuacién equivalente £.29. 7 -3 +2=0 30. =" = 6=0
(¢) Ahora usamos una calculadora para hallar x = _____ 3L e" + 4 —21=0 32,1227 -1=0
2. Resolvamos la ecuacién logaritmica ®33.2°-2=0 34. 10" = x10" = 2(10%)
log 3 + log(x — 2) = log x. 35. 4x%e™ — Bxte ¥ =0 36. X’¢ +xef — e =0
(a) Primero, combinamos los logaritmos para obtener la 37-54 m De la ecuacién logaritmica despeje x.
ecuacién equivalente ©.37. Inx =10 38. In(2 + x) =1
(b) A continuacién, escribimos cada lado en forma exponencial ~ >+ 108% = =2 40. log(x — 4) =3
para obtener la ecuacién equivalente © 41 log(3x +5) =2 42 logy(2 —x) =3
(¢) Ahora encontramos x = ©43. 4 —log3 —x) =3 44. log,(x¥* —x —2) =2
45. log,3 + log,x = log,5 + log,(x — 2)
HABILIDADES 46. 2 logx = log2 + log(3x — 4)
47. log x + log(x — 1) = log(4x)
3-28 m Encuentre la solucion de la ecuacion exponencial, redon-
deada a cuatro lugares decimales. 48. logsx + logs(x + 1) = logs20
3. 10° = 25 4. 107 = 4 ©.49. logs(x + 1) — logs(x — 1) =2
5. 0% =7 6. > =12 50. logs(x + 15) — logs(x — 1) = 2
& 7 o9l-x =3 8. 3>l —35 51. log,x + logy(x — 3) =2
&9 3., =10 10. 2% = 17 52. logx + log(x —3) =1
SAL =2 12. 4(1 + 10%) = 9 53. logy(x = 5) + logy(x +3) =1
13.4 +3% =8 14. 2% = 34 54. In(x — 1) + In(x +2) =1
15. 8% =5 16. 37 = 0.1 55. (Para qué valor de x es verdadero lo siguiente?
17. 5710 =2 18. &7 =16 log(x + 3) = log x + log 3
19. &' =200 20. () =175 56. ;Para qué valor de x es verdadero que (log x)° = 3 log x?
21. 5% = 4! 22. 10" = 6" 57. Despeje x: 275" = ¢

23, 2%l =32 24, 77 =5'""" 58. Despeje x: log, (logs x) = 4
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24

24

9-66 m Use calculadora graficadora para hallar todas las solucio-

nes de la ecuacion, redondeadas a dos lugares decimales.

59.
61.
63.
65.

60. logx = x> —2
62. x = In(4 — x?)
64. 27 =x—1

47 =Vx 66. ¢ —2=x> —x

Inx=3—x

xP—x=log(x + 1)

67-70 m Resuelva la desigualdad.

67. log(x — 2) + log(9 —x) <1

68. 3 =log,x =4

69. 2 < 10" <5 70. x%e* — 2e* <0
71-74 m Encuentre la funcién inversa de f.

71 f(x) = 2% 72. f(x) = 3!
73. f(x) = logy(x — 1) 74. f(x) = log 3x

APLICACIONES

5.

76.

1.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Interés compuesto Un hombre invierte $5000 en una cuenta
que paga 8.5% de interés por afio, capitalizado trimestralmente.

(a) Encuentre la cantidad después de 3 afios.

(b) (Cudnto tiempo tomard para que la inversién se duplique?

Interés compuesto Una mujer invierte $6500 en una cuenta
que paga 6% de interés por afio, capitalizado continuamente.

(a) (Cudl es la cantidad después de 2 afios?

(b) (Cudnto tiempo tomard para que la cantidad sea $8000?

Interés compuesto Encuentre €l tiempo necesario para
que una inversién de $5000 crezca a $8000 a una tasa de interés
de 7.5% por afio, capitalizado trimestralmente.

Interés compuesto Nancy desea invertir $4000 en certifi-
cados de ahorro que pagan una tasa de interés de 9.75% por
afio, capitalizado semestralmente. ;Cudnto tiempo debe ella es-
coger para ahorrar una cantidad de $5000?

Duplicar una inversion ;Cuénto tiempo tardaré una in-
versién de $1000 en duplicar su valor, si la tasa de interés es
8.5% por afio, capitalizado continuamente?

Tasa de interés Una suma de $1000 se invirti6 durante
4 afios, y el interés se capitalizé semestralmente. Si esta suma as-
cendi6 a $1435.77 en el tiempo dado, ;cudl fue la tasa de interés?

Desintegracion radiactiva Una muestra de 15 g de yodo
radiactivo se desintegra en forma tal que la masa restante des-
pués de ¢ dias estd dada por m (f) = 15¢™"®", donde m(t) se mide
en gramos. ;Después de cudntos dias quedan sélo 5 gramos?

Paracaidismo La velocidad de un paracaidista ¢ segundos
después de saltar estd dada por v (f) = 80(1 — e *%). ;Después
de cudntos segundos serd de 70 pies/s la velocidad?
Poblacion de peces En un pequefio lago se introduce
cierta especie de peces. La poblacion de peces estd modelada
por la funcién

10

P=—""°
1+ 4e70%

donde P es el nimero de peces en miles y 7 se mide en afios
desde que el lago fue poblado por estos peces.

(a) Encuentre la poblacion de peces después de 3 afios.

(b) (Después de cudntos aiios la poblacién de peces llegara a 5000?

@

84.

85.

86.

87.
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Transparencia de un lago Cientificos ambientalistas mi-
den la intensidad de luz a varias profundidades en un lago, para
hallar la “transparencia” del agua. Ciertos niveles de transparen-
cia se requieren para la biodiversidad de la poblacién macroscé-
pica sumergida. En cierto lago, la intensidad de luz a una pro-
fundidad x estd dada por

I = 10670.008){

donde / se mide en lumen y x en pies.
(a) Encuentre la intensidad / a una profundidad de 30 pies.
(b) (A qué profundidad la intensidad de luz habrd bajado a I = 5?

Presion atmosférica La presién atmosférica P (en kilo-
pascals, kPa) a una altitud / (en kilémetros, km) estd regida por

la férmula
()=
In{ — ) = ——

donde k = 7'y P, = 100 kPa son constantes.

(a) De la ecuacion, despeje P.

(b) Use la parte (a) para hallar la presién P a una altitud de 4 km.
Enfriamiento de un motor Supongamos que el lector
estd manejando su auto en un frio dia de invierno (20°F al exte-
rior) y el motor se sobrecalienta (a unos 220°F). Cuando se esta-
ciona, el motor empieza a enfriarse. La temperatura 7" del motor
¢t minutos después de estacionarlo satisface la ecuacion

( T - 20)
In

200
(a) De la ecuacion, despeje 7.

(b) Use la parte (a) para hallar la temperatura del motor des-
pués de 20 minutos (¢ = 20).

= —0.11¢

Circuitos eléctricos Un circuito eléctrico contiene una ba-
terfa que produce un voltaje de 60 volts (V), un resistor con una
resistencia de 13 ohms (£2), y un inductor con una inductancia
de 5 henrys (H), como se muestra en la figura. Usando cdlculo,
se puede demostrar que la corriente I = I(¢) (en amperes, A) f se-
gundos después de cerrar el interruptor es [ = $3(1 — ¢~13%),
(a) Use la ecuacién para expresar el tiempo ¢ como funcién de
la corriente /.
(b) ;Después de cudntos segundos serd la corriente de 2 A?

13Q

Interruptor
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710.71 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Una ecuacién lineal con dos incégnitas
es una ecuacion de la forma

ax + by =c¢

La grafica de una ecuacion lineal es
una recta (vea Seccién 1.10).

Sistemas de ecuaciones lineales y sus soluciones > Método de sustitucién
P Método por eliminacién > Método gréfico P El nimero de soluciones de
un sistema lineal con dos incdgnitas » Modelado con sistemas lineales

V Sistemas de ecuaciones lineales y sus soluciones

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas incégnitas. Un
sistema de ecuaciones lineales es un sistema de ecuaciones en el que cada ecuacién es li-
neal. Una solucion de un sistema es una asignacion de valores para las incGgnitas que hace
verdadera cada una de las ecuaciones. Resolver un sistema significa hallar todas las solu-
ciones del sistema.
Veamos a continuacién un ejemplo de un sistema de ecuaciones lineales con dos incég-
nitas:
{Zx - y=5 Ecuacion 1
x+4y=7 Ecuacién 2

Podemos comprobar que x = 3y y = 1 es una solucion de este sistema.

Ecuacion 1 Ecuacion 2
2x —y=15 x+4y=17
23) - 1=5 v 3+41)=7 Vv

La solucién también se puede escribir como el par ordenado (3, 1).

Observe que las graficas de las Ecuaciones 1 y 2 son rectas (vea Figura 1). Como la so-
lucién (3, 1) satisface cada una de las ecuaciones, el punto (3, 1) se encuentra en cada recta.
Por lo tanto, es el punto de interseccidn de las dos rectas.

FIGURA 1

V¥ Método de sustitucion

En el método de sustitucion empezamos con una ecuacion en el sistema y despejamos una
incdgnita en términos de la otra incégnita. El recuadro siguiente describe el procedimiento.

METODO DE SUSTITUCION
1. Despejar una incégnita. Escoja una ecuacion y despeje una incégnita en
términos de la otra incdgnita.

2. Sustituir. Sustituya la expresion hallada en el Paso 1 en la otra ecuacién, para
obtener una ecuacién con una incégnita y, a continuacién despeje esa incognita.

3. Sustituir a lainversa. En la expresion hallada en el Paso 1, sustituya el valor
hallado en el Paso 2 para despejar la incognita restante.
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EJEMPLO 1 | Método de sustitucion
Encuentre todas las soluciones del sistema.

2x+ y=1 Ecuacion 1
3x+4y =14 Ecuacién 2

SOLUCION Despejar unaincégnita.  Despejamos y en la primera ecuacién.

y=1-—2x Despeje y en la Ecuacion 1

Sustituir. A continuacién sustituimos y en la segunda ecuacion y despejamos x.

3x+4(1 —2x) = 14 Sustituya y = 1 — 2x en la Ecuacién 2
3x+4 -8 = 14 Expanda
—Sx+4= 14 Simplifique

—5x =10 Reste 4
x= -2 Despeje x
Sustituciéon. A continuacién sustituimos x = —2 en la ecuaciéon y = 1 — 2x.
y=1-=2(-2) =5 Sustitucién

Entonces, x = —2 y y = 5, de modo que la solucién es el par ordenado (—2, 5). La Figu-
ra 2 muestra que las graficas de las dos ecuaciones se cruzan en el punto (—2, 5).

VERIFIQUE SU RESPUESTA

x=-2,y=75:

{ 2(-2)+5=1
3(—2) +4(5) =14 ¢

FIGURA 2

“ (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 5 |

V¥ Método por eliminacién

Para resolver un sistema usando el método de eliminacion, tratamos de combinar las ecua-
ciones usando sumas o restas para eliminar una de las incégnitas.

METODO POR ELIMINACION

1. Ajustar los coeficientes. Multiplique una o mas de las ecuaciones por nime-
ros apropiados, de modo que el coeficiente de una incégnita de una ecuacion
sea el negativo de su coeficiente en la otra ecuacion.

2. Sumar las ecuaciones. Sume las dos ecuaciones para eliminar una incégnita
y, a continuacion, despeje la incégnita restante.

3. Sustituir a lainversa. En una de las ecuaciones originales, sustituya el valor
hallado en el Paso 2 y despeje la incégnita restante.
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EJEMPLO 2 | Método por eliminacion
Encuentre todas las soluciones del sistema.

3x+2y =14
x—2y=2

Ecuacién 1
Ecuacién 2

SOLUCION  Como los coeficientes de los términos en y son negativos entre si, pode-
mos sumar las ecuaciones para eliminar y.

3x + 2y =14 .
Sistema
x—2y=2
vt 2y =14 4x =16 Sume
x =4 Despeje x

A continuacién sustituimos x = 4 en una de las ecuaciones originales y despejamos y. Es-
cojamos la segunda ecuacion porque se ve mds sencilla.

. x—2y=2 Ecuacién 2
‘ D 4—2y =2 Sustituya x =4 en la Ecuacién 2
0 X
x—2y=2 =2y = -2 Reste 4
y=1 Despeje y

FIGURA 3
La solucién es (4, 1). La Figura 3 muestra que las graficas de las ecuaciones del sistema se
cruzan en el punto (4, 1).

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 |

V¥ Método grafico

En el método grafico usamos calculadora graficadora para resolver el sistema de ecua-
ciones.

METODO GRAFICO

1. Graficar cada ecuacion. Exprese cada ecuacién en una forma apropiada para
la calculadora graficadora para despejar y como funcién de x. Grafique las ecua-
ciones en la misma pantalla.

2. Hallar los puntos de intersecciéon. Las soluciones son las coordenadas x y y

de los puntos de interseccion.

LAS MATEMATICAS EN EL MUNDO MODERNO

Prediccion del clima

y otros fenémenos catastréficos del clima. A principios del siglo xx
unos matematicos propusieron modelar el clima con ecuaciones que
usaban los valores actuales de cientos de variables atmosféricas. Aun
cuando este modelo funcionaba en principio, era imposible pronosti-
car modelos futuros con él por la dificultad para medir con precision
todas las variables y resolver todas las ecuaciones. Hoy en dia, nuevos
modelos matematicos, combinados con simulaciones computarizadas
de alta velocidad y mejores datos, han mejorado en gran medida el
prondstico del clima y con ello se han evitado numerosos desastres

Los meteordlogos modernos
hacen mucho mas que pronos-
ticar el clima de mafnana. Inves-
tigan modelos del clima a largo
plazo, el agotamiento de la
capa de ozono, el calenta-
miento global y otros efectos
de la actividad humana en el
clima. No obstante, el pronds-

© Rachel Epstein/Photo Edit

tico diario del clima es todavia una parte importante de la meteorolo-
gia; su valor es medido por las innumerables vidas humanas salvadas
cada afo por medio de un prondstico preciso de huracanes, ventiscas

econdmicos y pérdidas de vida. Los matematicos de la National Ocea-
nographic and Atmospheric Administration (NOAA) estan continua-
mente investigando mejores métodos para el prondstico del clima.
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EJEMPLO 3 | Método grafico

Encuentre todas las soluciones del sistema

5 1.35x — 2.13y = —2.36
2.16x + 032y = 1.06
SOLUCION  Despejando y en términos de x, obtenemos el sistema equivalente

y= 0.63x + 1.11
y = —6.75x + 3.31

-1.5 1.5

-5 donde hemos redondeado los coeficientes a dos decimales. La Figura 4 muestra que las dos

rectas se cruzan; en un acercamiento vemos que la solucién es aproximadamente (0.30,
FIGURA 4 1.3)

® _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 13 Y 49 |

V El numero de soluciones de un sistema lineal con dos incégnitas

La gréfica de un sistema lineal con dos incdgnitas es un par de rectas, de modo que, para
resolver graficamente el sistema, debemos hallar el (los) punto(s) de interseccion de las
rectas. Dos rectas pueden cruzarse en un solo punto, pueden ser paralelas o pueden coinci-
dir, como se ve en la Figura 5. Por lo tanto, hay tres posibles resultados para resolver el
sistema.

NUMERO DE SOLUCIONES DE UN SISTEMA LINEAL CON DOS INCOGNITAS

Para un sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas, exactamente una de las
siguientes afirmaciones es verdadera. (Vea Figura 5.)

1. El sistema tiene exactamente una solucion.

2. El sistema no tiene solucion.

3. El sistema tiene un ndmero infinito de soluciones.

Se dice que un sistema que no tiene solucién es inconsistente. Un sistema con un infinito
de soluciones se llama consistente indeterminado.

| V /yl/
0 g 0 x 0 X

(a) Las rectas se cruzan en un (b) Las rectas son paralelas (c) Las rectas coinciden; las ecuaciones
solo punto. El sistema tiene y no se cruzan. El siste- son para la misma recta. El sistema tiene
FIGURA 5 una solucion. ma no tiene solucion. un infinito de soluciones.

EJEMPLO 4 | Un sistema lineal con una solucion

Resuelva el sistema y grafique las rectas.

3x— y=0 Ecuacioén 1
S5x + 2y =22 Ecuacién 2
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Y4 3x—y=0
/
\
\
\/
6 (2,6)
/1\
\
\
/
2 \ x
Sx +2y=22
FIGURA 6
x=2, y=6:
32)—- (6)=0
5(2) +2(6) =22 ¢

—12x +3y=7

FIGURA 7

SOLUCION  Eliminamos y de las ecuaciones y despejamos x.

{6)6 —2y=0 2 X Ecuacion 1

S5x + 2y =22
11x =22 Sume
x =2 Despeje x

Ahora sustituimos de nuevo en la primera ecuacién y despejamos y:
6(2) —2y=0 Sustituimos de nuevo x =2
—2y=—12 Restamos 6 x 2 =12
y=26 Despejamos y
La solucién del sistema es el par ordenado (2, 6), es decir,
x =2, y=06
La gréfica de la Figura 6 muestra que las rectas del sistema se cruzan en el punto (2, 6).

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |

EJEMPLO 5 | Un sistema lineal sin solucién

Resuelva el sistema.
8x —2y =15 Ecuacién 1
—12x + 3y =7 Ecuacion 2
SOLUCION  Esta vez tratamos de hallar una combinacién apropiada de las dos ecua-

ciones para eliminar la variable y. La multiplicacién de la primera ecuacion por 3 y la se-
gunda ecuacidén por 2 da

24x — 6y = 15 3 x Ecuacion 1
—24x + 6y = 14 2 x Ecuacion 2

0=29 Sume

La suma de las dos ecuaciones elimina fanto x como y en este caso, y terminamos con
0 = 29, que es obviamente falso. No importa qué valores asignemos a x y a y, no podemos
hacer que este enunciado sea verdadero, de manera que el sistema no tiene solucion. La
Figura 7 muestra que las rectas del sistema son paralelas y no se cruzan. El sistema es in-
consistente.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 |

EJEMPLO 6 Un sistema lineal con un infinito
de soluciones

Resuelva el sistema
3x — 6y =12 Ecuacioén 1
4x — 8y = 16 Ecuacién 2

SOLUCION  Multiplicamos la primera ecuacién por 4 y la segunda por 3 para preparar
la resta de las ecuaciones para eliminar x. Las nuevas ecuaciones son

12x — 24y = 48 4 x Ecuacién 1
12x — 24y = 48 3 x Ecuacion 2

Vemos que las dos ecuaciones del sistema original son simplemente formas diferentes de
expresar la ecuacion de una sola recta. Las coordenadas de cualquier punto en esta recta dan
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una solucién del sistema. Escribiendo la ecuacién en forma de pendiente e interseccion,
tenemos y = 3x — 2. Por lo tanto, si con ¢ representamos cualquier nimero real, podemos
escribir la solucién como

X =1

y=3r-2
También podemos escribir la solucién en forma de par ordenado como

(.4~ 2)
donde ¢ es cualquier nimero real. El sistema tiene un infinito de soluciones (vea Figura 8).

“ _ AHORA TRATE DE HACER EL EJERCICIO 37 |

FIGURA 8

En el Ejemplo 3, para obtener soluciones especificas tenemos que asignar valores a t. Por
ejemplo, si r = 1, obtenemos la solucién (1, —%) sit = 4, obtenemos la solucién (4, 0). Para
todo valor de # obtenemos una solucién diferente. (Vea Figura 8.)

V¥ Modelado con sistemas lineales

Con frecuencia, cuando usamos ecuaciones para resolver problemas en las ciencias o en
otros campos de actividad, obtenemos sistemas como el que acabamos de considerar.
Cuando modelamos con sistemas de ecuaciones, usamos las siguientes guias, que son seme-
jantes a las de la Seccién 1.6.

GUIA PARA MODELAR CON SISTEMAS DE ECUACIONES

1. Identificar las variables. Identifique las cantidades que el problema pide ha-
llar. Estas en general se determinan mediante cuidadosa lectura de la pregunta
planteada al final del problema. Introduzca notacién para las variables
(Ildmelas x y y o con alguna otra letra).

2. Exprese todas las cantidades desconocidas en términos de las variables.
Lea otra vez el problema, y exprese todas las cantidades mencionadas en el
problema en términos de las variables que haya definido en el Paso 1.

Establezca un sistema de ecuaciones. Encuentre los datos cruciales del
problema que den las relaciones entre las expresiones que haya encontrado en
el Paso 2. Establezca un sistema de ecuaciones (o un modelo) que exprese es-
tas relaciones.

5

4, Resuelva el sistema e interprete los resultados. Resuelva el sistema que
haya encontrado en el Paso 3, verifique sus soluciones y dé su respuesta final
como una frase que conteste la pregunta planteada en el problema.

Los dos ejemplos siguientes ilustran cémo modelar con sistemas de ecuaciones.

EJEMPLO 7 | Un problema de distancia, rapidez y tiempo

Una mujer rema un bote aguas arriba desde un punto en un rio, a otro punto a 4 millas de
distancia, en 1% horas. El viaje de regreso, a favor de la corriente, le toma s6lo 45 minutos.
(Cuadl es la velocidad con la que rema con respecto al agua, y con qué velocidad se mueve
la corriente?

corriente *

i i SOLUCION Identificar las variables.  Nos piden hallar la velocidad con la que
| . | rema la mujer y la velocidad de la corriente, de modo que hacemos
I 4 mi |

x = velocidad de remar (mi/h)

y = velocidad de la corriente (mi/h)
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Expresar cantidades desconocidas en términos de la variable. La velocidad de la mu-
jer cuando rema aguas arriba es su velocidad para remar menos la velocidad de la corriente;
su velocidad aguas abajo es su velocidad para remar mas la velocidad de la corriente. Ahora
convertimos esta informacion al lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Velocidad de remo X
Velocidad de la corriente y
Velocidad aguas arriba xX—y
Velocidad aguas abajo x+y

Establecer un sistema de ecuaciones. La distancia aguas arriba y aguas abajo es 4 mi-
llas, de modo que usando el hecho de que velocidad X tiempo = distancia para los dos
tramos del viaje, tenemos

velocidad aguas arriba X tiempo aguas arriba = distancia recorrida

velocidad aguas abajo X tiempo aguas abajo = distancia recorrida

En notacién algebraica esto se convierte en las ecuaciones siguientes:
(x = Y)% =4 Ecuacion 1
(x + Y)% =4 Ecuacién 2

(Los tiempos se han convertido a horas, porque estamos expresando la rapidez en millas por
hora.)

Resolver el sistema. Multiplicamos las ecuaciones por 2 y 4, respectivamente, para des-
pejar los denominadores.

3x =3y = 8 2 x Ecuacién 1
3x + 3y =16 4 x Ecuacion 2

6x =24 Sume
X =4 Despeje x

Sustituyendo este valor de x en la primera ecuacién (también funciona la segunda) y despe-
jando y, tendremos

3(4) —3y=28 Sustituya x =4
—3y=8—12 Reste 12
y = % Despeje y

La mujer rema a 4 mi/h, y la corriente se mueve a 1% mi/h.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

Velocidad contra la corriente es Velocidad rio abajo es
st 400 i e
y esto debe ser igual a y esto debe ser igual a
velocidad de remo — flujo del agua velocidad de remo + flujo del agua
=4 mi/h — § mi/h = 2% mi/h =4 mi/h + § mi/h = 5% mi/h v

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 63 |




SECCION 10.1 | Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas 637

EJEMPLO 8 | Un problema de mezclas

Un vinatero fortifica vino que contiene 10% de alcohol al agregarle una solucién de alcohol
al 70%. La mezcla resultante tiene un contenido alcohdlico del 16% y llena 1000 botellas
de un litro. ;Cudntos litros (L) del vino y la solucién de alcohol usa el vinatero?

SOLUCION Identificar las variables. Como nos piden las cantidades de vino y alco-
hol, hacemos

x = cantidad de vino utilizado (L)
y = cantidad de solucién de alcohol utilizada (L)

Expresar todas las cantidades desconocidas en términos de la variable. Del hecho que
el vino contiene 10% de alcohol y la solucién contiene 70% de alcohol, obtenemos lo si-
guiente.

En palabras En algebra
Cantidad de vino utilizada (L) X
Cantidad de solucién de alcohol utilizada (L) y
Cantidad de alcohol en vino (L) 0.10x
Cantidad de alcohol en solucién (L) 0.70y

Establecer un sistema de ecuaciones. El volumen de la mezcla debe ser el total de los
dos volumenes que el vinatero mezcla, y

x+y = 1000

También, la cantidad de alcohol en la mezcla debe ser el total del alcohol aportado por el
vino y por la solucién de alcohol, es decir,

0.10x + 0.70y = (0.16)1000
0.10x + 0.70y = 160 Simplifique

x + 7y = 1600 Multiplique por 10 para quitar decimales

En consecuencia, obtenemos el sistema
x + y = 1000 Ecuacion 1
x + 7y = 1600 Ecuaci6n 2

Resolver el sistema. Restando la primera ecuacién de la segunda se elimina la variable x
y obtenemos

6y = 600 Reste la Ecuacién 1 de la Ecuacién 2
y = 100 Despeje y
Ahora sustituimos y = 100 en la primera ecuacion y despejamos x.
x + 100 = 1000 Sustituimos y = 100
x =900 Despejamos x
El vinatero utiliza 900 L de vino y 100 L de solucién de alcohol.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65 |
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10.1 EJERCICIOS

CONCEPTOS 13-14 m Nos dan dos ecuaciones y sus gréficas. Encuentre el (los)
punto(s) de interseccion de las graficas resolviendo el sistema.

1. El sistema de ecuaciones

2+ y=-—1 +y=2
2+ 3y =7 g3 Y ITAR
x—2y=-8 2x+y=5
S5x— y=9
es un sistema de dos ecuaciones con las dos incégnitas y
y . Para determinar si (5, —1) es una
solucidn de este sistema, verificamos six =5yy = —1
satisfacen cada del sistema. ;Cudles de las siguien-
tes son soluciones de este sistema?
65.-1), (=13), (2.1) 0 1 x
2. Un sistema de ecuaciones con dos incégnitas puede ser resuelto
por el método de , el método de o el mé- 15-20 m Grafique cada uno de los sistemas lineales siguientes, ya
todo ) sea manualmente o con calculadora graficadora. Use la gréfica para

determinar si el sistema tiene una solucion, no tiene solucion o tiene

3. Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas puede un infinito de soluciones. Si hay exactamente una solucién, use la

tener una solucién, solucién o gréfica para hallarla.
soluciones.
o . : 4 x—y=4 2x—y=4
4. El siguiente es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos 15. . . o
.o 2x+y=2 3x+y=6
incégnitas.
2x — 3y =12 2x+6y= 0
x+ y=1 17.{"_ 2 18.{ T
2x + 2y =2 —x+t3y= 4 —3x— 9y =18
—x +3y=-5 12x + 15y = —18
4 i i6 i 4 19. 20.
La gréfica de la primera ecuacién es la misma que la grafica de { 2— y=10 { 2+ Sy=-3
la segunda ecuacién, de manera que el sistema tiene
soluciones. Expresamos estas soluciones escri- 21-48 m Resuelva el sistema, o demuestre que no tiene solucién. Si
biendo el sistema tiene un infinito de soluciones, expréselas en la forma de
= par ordenado dado en el Ejemplo 6.
y= +y=4 — =
21, { Y 2. {x y
donde  es cualquier nimero real. Algunas de las soluciones de —x+y=0 x+ 3y =
este sistema son (1, __), (=3, _)y (5, ). . 2x—3y=9 - 3x+2y=0
T lax+3y =9 —x—2y=238
HABILIDADES 25. x+3y= 26. Tt y=
2x —y =3 2x—3y——1
5-8 m Use el método de sustitucién para hallar todas las soluciones
del sistema de ecuaciones. 27. 07 ty= 2 28. 4x - 3y =28
4y — 3y = -3 9 — y=—6
5 x— y=1 6 3x+ y=1
T l4x + 3y =18 lsx+2y=1 g9 X T = g [Tt 1y= 0
Sx —y= 12x + 4y = 160
¢ — y=2 2x+y=17
7.{2*+3y9 s.{.’;zyz o [y =2 5 | 02r—02y=-13
LTy T Vi -2y=38 —03x + 05y = 3.3
9-12 m Use el método de eliminacién para hallar todas las solucio- 3x+2y=38 4x +2y = 16
nes del sistema de ecuaciones. 33. x—2y=0 34. x—5y=170
3x +4y =10 2x + S5y =15 + = + =
a 9.{)( y 10.{,& y ~ 35 X 4y =8 36. —3x Sy =2
x—4y= -2 4x + y =21 3x+ 12y =2 9x — 15y =6
x+2y=5 4x — 3y =11 .3 2x — 6y = 10 38 2x — 3y = -8
2x+ 3y =38 8x + 4y = 12 ) —3x+9y=-15 l4x — 21y = 3



6x + 4y =12 25x — 75y = 100
39. 00 40, T
9x+6y—18 —10x + 30y = —40
AL 8 — 3t = 0. u—300= -5
S5s — 2t = —3u+8wv= 5
43, 2x+5y— 44. gx—?)’_ %
3x-l—2y—10 2x — 3y = —%
04x + 1.2y = 14 26x — 10y = —4
45, T 46. Y
12x — 5y =10 —-0.6x + 12y = 3
47 =gy = 2 48 —x+ ay= 4
-8+ 6y =10 ’ 2x — 10y = —80

= 49-52 m Use calculadora graficadora para graficar ambas rectas en
~ el mismo rectdngulo de vista. (Observe que debe despejar y en tér-

minos de x antes de graficar si usa calculadora graficadora.) Re-
suelva el sistema redondeado a dos lugares decimales, ya sea con

acercamiento y usando | TRACE | o usando la funcién Intersect.

4 0.21x + 3.17y = 9.51
2.35x — 1.17y = 5.89

18.72x — 14.91y = 12.33
6.21x — 12.92y = 17.82

51 2371x — 6552y = 13,591
9815x + 992y = 618,555

—435x + 912y = 0

52.
132x + 455y = 994

53-56 m Encuentre x y y en términos de a y b.

+ y=0
53. {x Y (@#1)
x+ay=1
+by=0
{‘”‘ 4 (a # b)
x+ y=1
ax + by =1
55. 2-Dp2#0
{bx-i—ay-l (a )
+ by=0
56.0 T TV (a#0,b#0,a#b)
a’x + by =1

APLICACIONES

57. Problema de niimeros Encuentre dos nimeros cuya
suma es 34 y cuya diferencia es 10.

58. Problema de nimeros La suma de dos nimeros es el
doble de su diferencia. El nimero mds grande es 6 mas que el
doble del mds pequefio. Encuentre los nimeros.

59. Valor de monedas Un hombre tiene 14 monedas en su

bolsillo, todas las cuales son de 10 o de 25 centavos. Si el valor
total de su cambio es $2.75, ;cudntas monedas de 10 centavos y

cuantas de 25 centavos tiene?

60. Precio de entrada El precio de entrada a un parque de di-

versiones es $1.50 para nifios y $4.00 para adultos. En cierto

SECCION 10.1

61.

62.

« 63.

64.

« .65,
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dia, 2200 personas entraron al parque, y los precios de entrada
recolectados sumaron $5050. ;Cudntos nifios y cudntos adultos
entraron?

Gasolinera Una gasolinera vende gasolina regular en $2.20
el galén y gasolina Premium en $3.00 el galdn. Al final del dia
se vendieron 280 galones de gasolina y los recibos totalizaron
$680. ;Cudntos galones de cada tipo se vendieron?

Puesto de frutas Un puesto de frutas vende dos varieda-
des de fresas: estdndar y de lujo. Una caja de fresas estdndar se
vende en $7 y una de lujo se vende en $10. En un dia, el puesto
vende 135 cajas de fresas en un total de $1100. ;Cuéntas cajas
de cada tipo se vendieron?

Velocidad de un avién Un hombre vuela en un pequefio
avion de Fargo a Bismarck, Dakota del Norte, una distancia de
180 millas. Debido a que hizo el vuelo con un viento de frente,
el viaje le lleva 2 horas. En el viaje de regreso, el viento todavia
estd soplando con la misma velocidad, de modo que el viaje le
lleva sélo 1 h 12 min. ;Cudl es la velocidad del piloto con
viento en calma, y con qué velocidad sopla el viento?

Velocidad de un bote Un bote en un rio navega aguas
abajo entre dos puntos, a 20 millas de distancia, en una hora. El
viaje de regreso contra la corriente toma 2% horas. ;Cual es la ve-
locidad del bote, y con qué velocidad se mueven las aguas del rio?

Nutricion Una investigadora realiza un experimento para
probar una hipédtesis donde intervienen los nutrientes niacina y
retinol. Ella alimenta a un grupo de ratas de laboratorio con una
dieta diaria de precisamente 32 unidades de niacina y 22,000
unidades de retinol. Ella usa dos tipos de alimentos comerciales
en forma de pastillas. El alimento A contiene 0.12 unidades de
niacina y 100 unidades de retinol por gramo; el alimento B con-
tiene 0.20 unidades de niacina y 50 unidades de retinol por
gramo. ;Cudntos gramos de cada alimento les da ella al grupo
de ratas diariamente?
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66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

Mezclas de café Un cliente en una cafeteria compra una
mezcla de dos clases de café: Kenia, que cuesta $3.50 la libra, y
Sri Lanka, que cuesta $5.60 la libra. El compra 3 libras de la
mezcla, que le cuestan $11.55. ;Cudntas libras de cada clase en-
traron en la mezcla?

Problema de mezclas Un quimico tiene dos grandes con-
tenedores de solucion de acido sulfirico, con diferentes concen-
traciones de dcido en cada contenedor. La mezcla de 300 mL de
la primera solucién y 600 mL de la segunda le da una mezcla
que es 15% dacida, mientras que si mezcla 100 mL de la primera
y 500 mL de la segunda le da una mezcla 124% é4cida. ;Cudles
son las concentraciones de dcido sulfirico en los recipientes ori-
ginales?

Problema de mezclas Una bidloga tiene dos soluciones
de salmuera, una contiene 5% de sal y otra contiene 20% de sal.
(Cudntos mililitros de cada solucién debe ella mezclar para ob-
tener 1 L de una solucién que contenga 14% de sal?

Inversiones Una mujer invierte un total de $20,000 en dos
cuentas, una paga 5% y la otra paga 8% de interés simple al
afio. El interés anual que ella percibe es $1180. ;Cudnto invirti6
a cada tasa?

Inversiones Un hombre invierte sus ahorros en dos cuentas,
una paga 6% y la otra paga 10% de interés simple al afio. El
pone el doble en la cuenta que rinde menos porque es de menos
riesgo. El interés que €l percibe es $3520. ;Cudnto invirti6 a
cada tasa?

Distancia, velocidad y tiempo Juan y Maria salen de su
casa al mismo tiempo y en auto se dirigen en direcciones opues-
tas. Juan maneja a 60 mi/h y viaja 35 millas mas que Maria,
quien maneja a 40 mi/h. El viaje de Marfa toma 15 minutos
mas que a Juan. ;Durante cudnto tiempo manejan ellos?

Ejercicio aerébico Una mujer se mantiene en forma ha-
ciendo ejercicio en bicicleta y corriendo todos los dias. El lunes
ella pasa 1% horas en cada una de esas actividades, cubriendo un
total de 124 millas. El martes corre durante 12 minutos y anda
en bicicleta 45 minutos, cubriendo un total de 16 millas. Supo-
niendo que su velocidad para correr y andar en bicicleta no
cambian de un dfa a otro, encuentre esas velocidades.

Problema de niimeros La suma de los digitos de un ni-
mero de dos digitos es 7. Cuando los digitos se invierten, el
nimero aumenta en 27. Encuentre el ndmero.

74. Area de un triangulo Encuentre el rea del tridngulo que

se encuentra en el primer cuadrante (con la base sobre el eje x)
y que estd limitado por las rectas y = 2x — 4y y = —4x + 20.

YA
y=2x—4

y=—4x +20

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

75. La recta de minimos cuadrados La recta de minimos

cuadrados o recta de regresion es la recta que mejor se ajusta a
un conjunto de puntos en el plano. Estudiamos esta recta en el
Enfoque sobre modelado que sigue al Capitulo 1 (vea pagina
130.) Mediante célculo, se puede demostrar que la recta que
mejor se ajusta a los n puntos de datos (x;, y,), (x2 ¥2)s - -« « 5 (%,
v, es larectay = ax + b, donde los coeficientes a y b satisfa-
cen el siguiente par de ecuaciones lineales. (La notacién Si-1 x;
representa la suma de todas las x. En la Seccién 12.1 vea una
descripcién completa de la notacién (X).)

(Exk>a + nb = Eyk

=1 =1

(Z)o+(Zu)p= Sn
=1 =1 =1

Use estas ecuaciones para hallar la recta de minimos cuadrados
para los siguientes puntos de datos.

(L, 3), (3,0),

Trace los puntos y su recta para confirmar que la recta se ajusta
bien a estos puntos. Si su calculadora calcula regresion lineal,
vea si le da la misma recta que las férmulas.

(2,5), (5,6), (7,9)

10.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON VARIAS INCOGNITAS

Solucion de un sistema lineal » El nimero de soluciones de un sistema lineal
» Modelado de un problema financiero usando un sistema lineal

Una ecuacién lineal con n incognitas es una ecuacion que se puede poner en la forma

ax; + ax, +--+ax,=c

donde ay, ay, . . ., a, y ¢ son nimeros reales, y x;, x,, . . . , X, son las incégnitas. Si s6lo tenemos
tres o cuatro incognitas, en general usamos x, y, z y w en lugar de x;, x,, x3, y x,. Tales ecua-
ciones se llaman lineales porque si tenemos sélo dos incognitas, la ecuacién es ax +
a,y = ¢, que es la ecuacién de una recta. A continuacién veamos algunos ejemplos de ecua-
ciones con tres incégnitas que ilustran la diferencia entre ecuaciones lineales y no lineales.
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